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I Rayon de convergence

I.1 Série entiére

I.1.1 Définition
— Une série entiére de variable z € K est une série de la forme > a,2" ou a, € C.
neN

— Les termes de la suite (ay,)nen sont appelés les coefficients de la série entiére.

— Pour chaque z € K on étudie la convergence de la série numérique . a,z". L’en-
neN
semble des z € K pour lesquels la série entiére converge est appelé domaine de

convergence.

—+oo
— La somme de cette série entiére est la fonction f : z — > a,2" définie sur le
n=0
domaine de convergence.

I.1.2 Remarque

Comme pour les séries numériques, on peut considérer des séries entieres dont le pre-
mier terme n’est pas d’indice 0. Pour revenir dans le cadre du cours, on considére que les
premiers termes de (a,) sont nuls. La convergence des séries numériques ne dépend pas
de la valeurs des premiers termes (mais la somme oui!).

Explication On reconnait une série entiere au fait qu'on voit apparaitre la variable z
a la puissance n exactement (I'indice de somme) et que le facteur de 2™ est une quantité
qui ne dépend que de n et pas de z : son coefficient. Penser aux polynomes.

1.1.3 Rappel

Nous allons beaucoup parler de divergence grossiere en ce début de chapitre. Rappelons
que si (b,) € CN est une suite de complexes (ou de réels d’ailleurs, c’est un cas particulier),
bn — 0 ¢:$"bn‘—% 0

“+ o0 “+ o0

1.1.4 Exemple
Soit z € C. On a vu que la série numérique . z™ converge ssi |z| < 1. On peut donc

neN
considérer la série entiere Y 2™ qui est bien définie sur D = {z € C| |z| < 1}. Cest le
neN

disque unité ouvert.

+o0 s

n _
On a alors Zoz = 1.
"=

1.1.5 Définition
On considére deux séries entiéres Y anz™ et Y byz™.
neN neN

1. La série somme 7 an2" + ), oy bn2" est la série entiere ) (an + bp)2™.
neN neN

2. Le produit de > a,z™ par le scalaire A € C est la série entiere Y Aa,z".
neN neN

3. La série produit est la série entiere Y ¢, 2" ol
neN

VYn e€Ng¢, = Zakbnfk
k=0

1.1.6 Remarque

Si les séries numériques Y. a,z™ et Y. b,z™ convergent pour une valeur de z € C,
neN neN
alors la série somme et la série produit par un scalaire convergent aussi pour ce z.

Pour assurer la convergence de la série produit, il faut supposer la convergence absolue
des séries numériques.

1.1.7 Exemple

Trouver D le domaine de convergence de Y 2"z" et Dy celui de Y nz™. Ou est définie
neN neN
la série somme ?

Soit z € C
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I Rayon de convergence

1. > (2z)" converge ssi 22| <1 donc Dy = {z € C| |z] < 1}.
neN

2. Pour Dy, remarquons d’abord que si |z| > 1 alors nz™ - 0 et donc la série )\ nz"

diverge grossiérement. Supposons donc |z| < 1. Alors n? x nz" = n3z" 2 0 (elle
oo

tend vers 0 en module) et donc [nz"| = 0400(5%). Comme Y -1 converge, par

comparaison de séries & termes positifs, > nz" converge absolument donc converge.

Ainsi Dy = {z € C| |z| < 1}.
Comme la somme d’une série (numérique) convergente et d’une série divergente est une
série divergente, la série entiere somme converge sur D;.

I.2 Convergence d’une série entiere

1.2.1 Définition
Soit R € RT. On appelle disque ouvert de centre O et de rayon R I’ensemble Dp = {z €
C| |z| < R}.

1.2.2 Remarque
Dy = 0.

1.2.3 Théoréme (Lemme d’Abel)
Soit (a,) € CN. Supposons qu'il existe 7 > 0 tel que (|a,|r™) est une suite bornée.
Alors pour tout z € D, (ie |z] < r)
n 21\" n
|anz"| = Ot0 — et donc Z a,z" converge.
T
neN

Preuve. n n
Soit z € C tel que |z| < r. Alors |a,2"| = |a,r"| (%) = O4(1) (%) =
converge et donc Y a,z" converge

o ((4)) n
g

B Ari
Comme 0 < = < 1, la série )
neN
absolument par comparaison de séries & termes positifs. ]

1.2.4 Exemple
On considere la série entiere Y sin(n)z™. r = 1 convient donc D; est inclus dans le domaine
de convergence.

1.2.5 Définition-Proposition

Soit > anz™ une série enticre.
neN

1. L’ensemble I = {r € RT| (|a,|r")nen est bornée} est un intervalle de R de la forme
0,...
2. R =sup(l) € R* U {400} est appelé¢ rayon de convergence de la série enticre

> anz™

neN
Preuve.
Il faut montrer que I est un intervalle de la forme [0,a) (borne ouverte ou fermée,

a € R¥). 1l suffit de montrer que si » € I alors [0,7] C I ie que tous les nombres
inférieurs & r sont encore dans I.

n
Soit r € I et p € [0,7]. Alors, pour n € N, 0 < |ap|p™ = |an|r" p—n < an|r™ et
—~~
<1
donc (|ay,|p™) est bornée, c’est a dire que p € 1. ]

I1.2.6 Rayon de référence

Le rayon de convergence de la série géométrique > z™ vaut 1.
neN
La série entiere nulle posseéde un rayon de convergence infini.

1.2.7 Exemple

Calculons le rayon de convergence de )
neN

1 n
7n+1z .

n

— Si |z] > 1 alors (ﬁ) n’est pas bornée (son module tend vers +00).
neN

n

— Si |z] < 1, (nz—ﬂ) converge vers 0 donc est bornée.
neN

Finalement, I = [0,1] et donc R = 1.
1.2.8 Rayon nul

On peut tres bien avoir I = [0,0] = {0} (et donc R = 0) c’est a dire que pour tout
r >0, (a,r™) n’est pas bornée. Par exemple a, = n! convient.

1.2.9 Théoréme

Soit Y a,2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
neN

1. Si |z| < R alors la série numérique > a,2™ converge.
neN
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I Rayon de convergence

2. Si |z| > R alors la série numérique Y a,z" diverge grossierement.

neN
3. Si |z| = R on ne peut pas conclure sur la nature de > a,z".
neN
Preuve.
1. 11 s’agit juste un redite du lemme d’Abel (si |z| < R alors |z| < r pour un
rel).

2. Il suffit de remarquer qu’une suite non bornée ne peut tendre vers 0 (car toute
suite convergente est bornée).
so. 1 S . ;o .
3. Reprenons la série > w2 Pour z =1, il s’agit de la série harmonique,

neN
notoirement divergente. Pour z = —1, on trouve une série convergente. [

1.2.10 Domaines de convergence

+oo
1. Une série entiére réelle (on calcule Y a,z™ pour x réel) est convergente au moins
n=0
sur lintervalle | — R, R[ oul R est le rayon de convergence. La convergence en +R
est éventuellement a étudier au cas par cas.

2. Pour une série complexe, la série converge sur Dp. Sur 'ensemble Cr = {z € C| |z| =
R}, on ne peut rien dire a priori.

1.2.11 Contraposées

Si on trouve un z € C tel que la série numérique Y a,z™ converge alors R > |z|.
neN
Si on trouve un z € C tel que la série numérique > a,z™ diverge alors R < |z|.
neN
I.3 Calcul du rayon de convergence
1.3.1 Rayon 1

Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
neN

1. Si (a,) n’est pas bornée (par exemple a, 2 +00) alors R < 1.
(o)

2. Si (ay) est bornée (par exemple (a,) converge), alors R > 1.

1.3.2 Proposition

Soient > a,z" une série de convergence de rayon de convergence R, et Y byz" une
neN neN
série entiére de rayon de convergence R,

1. Si an = O400(|by]) alors R, > Ry (un cas particulier : a, = 0400(|bn]) )-
2. Silan| ~ |by| alors Ry = Ry,
+oo

Preuve.
1. Soit 7 < Rp. On doit montrer que (|a,|r™) est bornée (et donc que r < Ry).
Or par hypothése, on peut poser M € RY tel que |a,| < M]|b,| pour tout
n € R.
Ainsi |a,|r™ < Mby|r™ et (Jb,|r™) est bornée donc (|a,|r™) est bornée aussi.
Ainsi r < R, et tout nombre plus petit que Ry est plus petit que R,. On ne
peut pas avoir R, < Ry, c’est a dire qu’on a prouvé R, > Ry.

2. C’est une conséquence directe car dans ce cas a, = Oio0(|bn]) et b, =
Oo0(|an]). =

1.3.3 Exemple

Le rayon de convergence de Y. sin(1)z" est 1 car sin(1) 1

~Y —_.
+oo T

1.3.4 Conséquence

Comme pour les séries numériques, on peut commencer par calculer un équivalent
simple de a,, et raisonner sur cet équivalent.

1.3.5 Exemple
Trouver le rayon de convergence de Y 2n(e — (1 + %)")z".

Ona (1+21)" =exp(nln(l+ 1)) =exp (1 — 5= + 0400(2)) = €}l — 5= +0400(2)).
Ainsi 2n(e — (1+ %)n) s 1 et le rayon cherché vaut 1.

1.3.6 Théoréme

Soient > a,2" une série de convergence de rayon de convergence R, et > b,2™ une
neN neN

série entiere de rayon de convergence Rj.

Chap 4 : Séries entieres



II Propriétés de la somme, cas réel

. Pour \ € C*, la série entiére »_ Aa,z" est de rayon de convergence R,. Le cas

. Lerayon de convergence R de la série somme vérifie R = min(R,, Rp) si R, # Rp

. Le rayon de convergence R de la série produit vérifie R > min(R,, Rp).

neN
A = 0 donne un rayon infini.

et R > R, dans le cas R, = Rp.

Preuve.

Il s’agit d’une traduction directe des propriétés de convergences vu dans le chapitre
sur les séries. Le méthode est la suivante : on prend r < R (le rayon de convergence
que l'on veut calculer) et on prouve la convergence par application du chapitre sur
les séries numériques. La remarque conclut. [

1.3.7 Inégalités strictes

On peut tout a fait avoir des inégalités strictes dans le théoréme précédent. Il suffit de
considérer des séries opposées pour la somme et le produit par la série nulle.

1.3.8 Proposition
Soit (a,) € CN. Les séries entiéres Y a,2" et Y na,z" ont le méme rayon de conver-
gence.

Preuve.
Notons R; et Ry ces deux rayons (respectifs). Comme a,, = 04 (n|an|), R1 = Ra.
On traite maintenant le cas Ry > 0.
Soit r < Rj. Montrons que (n|a,|r™) est bornée. Soit r' €|r, Ry[. Alors, pour
n €N, nlag|r™ = || ()" xn (%)".
—_————
bornée

. , r\T
OI', par croissances comparees, 1 (W)

+—> 0 et est donc bornée. Par produit,
o0

I.4 d’Alembert

Commengons par un rappel :

1.4.1 Théoréme (Régle de d’Alembert)
Soit (u,) € RY telle que Vn € N u,, > 0. Supposons que "Z—:l — L.

1. Si ¢ <1 alors Y u, converge (on a méme Vq €)¢,1[ u, = 0450(q™)).
2. Si £ > 1 alors ) u, diverge grossiérement (uy = +00).
o0

3. Sil =1 la série > u, peut étre divergente ou convergente.

1.4.2 Application au calcul de rayon de convergences

1. Calculer le rayon de convergence de > Zni: Pour z # 0 on pose u,, = Ijl‘,n > 0. Alors
u;‘—:l 2 0 et donc ) % converge (absolument).
Ainsi R > |z| pour tout z € C* et R = +o0.

. On pose a, = (27?) pour tout n € N. Calculer le rayon de convergence R de
n 2n+2)! (n!)?
%:Nanz". Pour z # 0 on pose u, = (2:)|z”\ > 0. Alors uﬂf = %%M =
n
2n+2)(2n+1
Ert Az o 42l
Ainsisi [z| > 1, 3 an2™ diverge donc R < 1. De plus, si 2| < 1, 3 a,2" converge
neN neN

donc R > %. Finalement R = i.

II Propriétés de la somme, cas réel

Dans cette partie, on note Y a,z™ les séries entieres et on considére que x est réel

(nlan|r™) est bornée. Ainsi 7 < Ry et finalement Ry > R;. ®  (peu importe pour les a,). Ainsi, si > a,z™ est de rayon R > 0 on considere la fonction
neN
1.3.9 Exemple ]-R,R[ - R
Les séries suivantes sont de rayon de convergence 1 : Y. n2z", 3" #z’ﬂ > P(n)z" ou P € (qui est la somme de la série) f : oo n -
ClX]\{0}. =S

Chap 4 : Séries entieres



II Propriétés de la somme, cas réel

I

II.1 Intégration

I1.1.1 Théoréme

+oo
Soit f : x — Y anz™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0.
n=0
Alors f est continue sur | — R, R].

Preuve.
Cette preuve est hors programme...
Soit a €] — R, R[. Montrons que f(z) — f(a). Il s’agit d’un résultat d’inversion
de limites.
N
Soit N € N. On note Sy : © — > anz™. Alors, pour x €] — R, R[, Sn(z) —

n=0

N n—1
an(z" —a") = (z —a) Y. a, >, zFa" 1%, Ainsi
n=1 k=0

M=z

SN(CL) =

n=1

N n—1
|Sn (@) = Sn(a)| < |z —al Y lan| Y [2[*|a"]
k=0

n=1

On se restreint maintenant a des valeurs de x dans [a — &, a + o] pour un « bien
choisi (de telle manieére que cette intervalle soit inclus dans | — R, R]).
Soit b €] — R, R[ tel que |b] > max(|a — al, |a + «f).

N
Alors |Sy () —Sn(a)| < |z —al 3 na,|b|™. D’apres|[.3.8
n=1
majorant converge vers K € RT qui ne dépend pas de z (seulement de o, qui lui
ne dépend que de a). Par passage a la limite en faisant N — +oo, |f(x) — f(a)] <

|z — a|K et donc par encadrement (cette fois © — a), f(z) — f(a).
r—a

la somme partielle du

Exercice 1

Soit f une fonction définie par une série entiere » | a,z" de rayon de convergence R = +o00
neN
avec ap < 0 et Vn € N\{0}a, > 0. Montrer que f s’annule au moins une fois.

I1.1.2 Exemple

R —» R

Posons f : SN 7‘51;1 siz#0
lsiz=0

. Alors f € C(R*,R). De plus, pour = # 0,

+o0
> La"~! et aussi pour x = 0. Donc f est bien la somme de cette série entiére

HOEDY

sur R en entier et donc f est continue sur R en entier.

I1.1.3 Théoréme (Intégration terme a terme)

—+o0
Soit f: 2z — > ana™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.

n=0
0 —nt 1 —~ n

Remarquons que les séries entieres qui interviennent ici sont de rayon de convergence
R exactement d’apres

Preuve.
Encore une fois hors programme.
Soit © €] — R,R[ et ¢ entre 0 et . Soit également N € N

N N
fox Y apt"dt = 37 -f=oa™. 1l s’agit encore une fois de pouvoir faire tendre N
n=0 n=0

n+
vers +o0.
Or [y f()dt — [ > ant™dt IN (f(t)— > ant") dt IN ( > ant"> dt‘.
n=0 n=0 n=N+1

On voit apparaitre des restes de séries numériques absolument convergentes,
appliquons l'inégalité triangulaire (sur l'intégrale et la série, on conserve la valeur
absolue extérieure au cas ou z < 0).

/Oz F(t)dt — /Ozéant”dt

+o0o

D

/( |an|t">dt
0 \n=N+1

<

Chap 4 : Séries entieres



6 II Propriétés de la somme, cas réel

n n n +oo
Or, pour ¢ entre 0 et &, |ax|[¢[ < |an||z]"- Dfog)lus, > ana™ converge absolument Posons, au hasard, g : x +— Y (n+ 1)ap412™ qui est bien définie sur | — R, R],
7 n=0
donc on peut trouver No tel que V.V = No n:%’:ﬂ |anl2]" < & pour un e > 0 fixé. continue et que 'on peut intégrer terme & terme d’apres le théoreme Alors
N pour z €] — R, R|, f(;ﬂg(t)dt = f(x) — ag et donc f est une primitive de g.
Alors, pour ces N, ’for f)dt — [ 3 apt™dt| < | [y edt| = e|z| qui peut étre Ainsi f est dérivable et f' = g. "
n=0
rendu arbitrairement proche de 0. I1.2.2 Exempl
N Lo,
Ainsi, lim Y -fegm = (7 f(t)dt. a Calculons =3 5t
N—=+o0 n=p n N n=1 - N
Premierement la série entiere Zn21 x™ est de rayon de convergence 1. Notons f : z +—
I1.1.4 Exemple too 1 e, , gy 1 A i1 1
n — .Sad t i n—l Ainsi S = f/(3) = =4.
Pour 7 €] —1,1], —In(1 — z) = Zl = 7~ sa somme. Sa dérivée est f':x nzzzl nw insi 1'(3) TESE
n=

I1.1.5 Exemple o
Exprimer arctan(z) comme somme d’une série pour x €] — 1,1]. I1.2.3 Théoréme

Soit f la somme de la série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R > 0. Alors f
I1.1.6 Corollaire neN

. R L L, est de classe C* sur | — R, R| et les dérivées de f sont obtenues par dérivation terme
Sous les mémes hypotheses que le théoréme, on peut calculer, pour a,b €]— R, R[ U'intégrale R - ) N [ / P
a terme de la série entiere, ou encore

b
J f(t)dt en intégrant la somme terme & terme.
a

+oo +oo
| |
k n —k (n+Fk)!
L’hypothése importante est que a,b doivent étre & I'intérieur de | — R, R[ et pas une Vk € NVz €] — R, R| f( )(I) = Z (n— k)!anx” = Z ol A
borne de cet intervalle. n=k k=0
I1.2 Dérivation
Preuve.
Simple récurrence. Hors programme aussi. [
II..2.1 Théoréme N . I1.2.4 Exemple
Soit f la somme de la série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R > 0.
neN
f est dérivable sur | — R, R[ et pour z €] — R, R[ on a R —- R
. arctan(z) .
oo too Posons f : N = six #0
f(z) = Z na,z""! = Z (n+ Dapp12™ 1siz=0
ot "0 Alors f est de classe C*° sur R* par quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
“+o00
_ _ (—1)" 2n+1 :
. Remarquons que la série enti¢re qui définit f’ est également de rayon de convergence De plus, pour z €] —1,1[\{0} on a f(z) = nz=:o 1 L - Cette relation est encore
R. vraie en 0. Ainsi f € C*(] — 1,1[,R) et finalement f est C* sur R.
II.2.5 Corollaire
Soit > a,a™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa somme. Alors
Preuve. nG(IE)
Hors programme. an = fT(O) pour tout n € N.

Chap 4 : Séries entieres
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I1.2.6 Taylor

Nous ne sommes pas si étonnés de ce résultat. On retrouve les coefficients du dévelop-
pement de Taylor de f (qui est C*) en 0.
I1.2.7 Corollaire
Les coefficients d’une série entiére de rayon non nul sont uniques.

Plus précisément, si Y anz™ et Y byz™ sont de rayons non nuls et vérifient pour un
neN neN

—+oo —+oo
Ve €] — o, af Z ans" = Z bpa™
n=0 n=0

a >0 que

alors Vn € N a,, = b,,.

I1.2.8 Exemple
Cherchons une fonction f somme d’une série entiere qui vérifie f/ = f. Notons > a,x™

neN
la série cherchée de rayon R > 0 (inconnu pour l'instant).
—+oo +oo
Alors > apz™ = 3. (n+ 1)ap412™ pour tout = €] — R, R[. Alors on a pour tout
n=0 n=0

neNay = n%rlan. Par récurrence immeédiate Vn > 1 a,, = %ao et f = agexp qui est
bien de rayon R = 400 > 0.

IIT Développement en série entiere

II1.1 Taylor
ITI1.1.1 Théoréme fondamental du calcul différentiel
Si f est continue sur 'intervalle I non vide et non réduit & un point et a € I alors

x
F:xzw— [ f(t)dt est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
a

T

En particulier, si f est de classe C!' sur I et x € I, on a f(z) = f(a) + [ f/(t)dt.

a

Preuve.
La preuve se fait par récurrence, le théoreme fondamental du calcul différentiel
étant le cas n = 0.

Pour I’hérédité, on effectue une intégration par parties : f(*+1)(t) — F+2 (1)

(z=)" (z—t)"*1
t n! </_ T (nF1)!

e (la variable étant ¢, x est fixé). L]

II1.1.3 Inégalité des accroissements finis

Soient a,b € R, a < z et f € C([a,z],R). On suppose en plus que f est dérivable sur

la, z[.

1. Si on peut trouver m, M € R tels que Vt €]a,z[ m < f'(t) < M alors m(x —a) <
f(x) = fla) < M(z —a).

2. Sion peut trouver K € R tel que V¢ €]a, z[ | f'(t)| < K alors |f(z)—f(a)| < K|z—al|
qui reste vrai méme quand = < a (& condition de réécrire I'intervalle sous la forme

|z, al).

II1.1.4 Théoréme (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f € C"*1(I,R) (ou I est un intervalle non vide et non réduit & un point) et
a,x € 1.

On pose M la valeur maximale de | f("+1)(t)| pour ¢ entre a et x

|x_a|n+l
(n+1)!

" eh) (g
1) - D <
k=0 ’

II1.1.2 Théoréme (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f € C"*1(I,R), (o I est un intervalle non vide et non réduit & un point) a,z € I.

Alors
Clz )"

n k) (g

1=0

FHD (1) dt.

Preuve.
M existe car |f(*+1)| est continue sur un intervalle fermé et borné.

Il s’agit ensuite seulement de majorer le reste intégral en utilisant I'inégalité
triangulaire sur les intégrale puis la majoration |f (”+1)| <M. L]

II1.2 Fonctions développables

II1.2.1 Définition
Soit f une fonction de classe C* sur I tel que 0 € I et 0 n’est pas une borne de I. Le

(n)
développement de Taylor de f est la série entiére fT!(O)w”.

neN

Chap 4 : Séries entieres
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I11.2.2 Exemple
On a déja vu que exp est la somme de son développement de Taylor sur R : Vx €

oo
R exp(z) = o
n=0

II1.2.3 Définition
Soit f : I — K ou I est intervalle qui contient 0 (et 0 n’est pas une borne de I). On dit
que f est développable en série entiére (au voisinage de 0) ssi il existe r > 0 et une
série entiere > an,x™ tels que :

neN

— J=rricI
— > apz™ est de rayon R > r
neN

— Vz €] —rr|

“+oo
f@) = 5 apa”

Autrement dit, f est la somme d’une série entiére sur un intervalle | — 7, r[#£ @ contenu
dans I.

La série entiére Y a,z™ est appelée développement en série entiére de f.
neN

I11.2.4 Résumé
Soit f une fonction développable en série entiére sur | — r,r[ avec r > 0.
1. fest C® sur|—rr[.

2. Le développement en série entiére est unique sur |
de Taylor de f.

3. Toute primitive de f est développable en série entiére sur | — r, r|.

—r,r| et il s’agit du développement

4. Les dérivée successives de f sont développable en série entiére sur | — r, r|.

I1I1.2.5 Remarque

Il y a des fonctions C* sans étre développable en série entiere. Par exemple f : z +—>
exp(—m—g) prolongée en 0 par f(0) = 0 est de classe C* sur R (par récurrence, et application
précise du théoréme de prolongement C!). Par contre sa série de Taylor est nulle et donc
f ne coincide avec cette série sur aucun intervalle infini centré en 0.

I11.2.6 Parité

Si f est DSE et paire, alors les ag,,41 sont nuls. Si f est impaire, les ag,, sont nuls.

II1.3 Développements en pratique

Dans les preuves des résultats qui suivent se trouvent les méthodes principales pour
prouver qu’une fonctions est développable et calculer son développement.

I11.3.1 Exemple
Donner le DSE (si possible) de f : z — ln(l ) qui est définie sur ] —oco, —1[. Soit = €] —1,1]
(dans 'intervalle de convergence des deux séries entieres que 'on Voit apparaitre ici).

—+o00 71 “+o0 —+00 n 1
Yol S5 ()
n=1 n=0 n=1 \k=1

A priori ce produit de Cauchy a un rayon de convergence R >
Z 7=
k>1
R =1 et f est développable sur | — 1,1].

Remarque : on ne pouvait pas espérer beaucoup plus pour un DSE, vu que f est définie
sur | — 00, 1[. Ceci n’empéchait pas a priori la série entiére d’avoir un rayon plus grand
que 1...

1 (cf théoréme [[.3.6) Or

H,,)n>1 diverge donc la suite (H,1™) n’est pas bornée. Ainsi R < 1. Finalement

I11.3.2 Proposition
sin et cos sont développable en série entiere sur R et pour tout z € R

+oo _1)n .
Z((Qn),xQ

n=0

—+oo

N (="
et sin(z) = nz::O mx

2n+1

cos(z) =

Preuve.
Prouvons le pour cos.

Premierement, le rayon de convergence de la série considéré est +oco. Soit z € R
et N € N. Alors | cos(N+1) | < 1 sur tout intervalle et d’apres 'inégalité de Taylor-
Lagrange appliquée entre 0 et x :

N
(_1)71 ) ‘.’E2N+1 % 1
_ n| <
cos(x) n; e | S N+

$2N+1‘

Par croissances comparées 15—~ — 0 et cos coincide bien avec son dévelop-
2N+1)! N —+o0

pement de Taylor sur R. ]

Chap 4 : Séries entieres
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I11.3.3 Proposition
sh et ch sont développable en série entiere sur R et pour tout x € R

+o0 too
1
ch(z) = Z ?" et sh(z) = Z Y L
| |
— (2n)! — (2n+1)!
Preuve.
Similaire. A faire en exo. n

I11.3.4 Proposition
Soit @ € R. fq : &+ (14 2)* est développable en série entiere sur | — 1, 1] et

—+oo

(1+x)a:Za(a—l)..ﬁ!(a—n—kl)xn

n=0

Si a € N, le rayon de convergence est +oo et le développement est en fait une somme
finie.

Alors

—+oo —+oo
(1+2)d(x)—ag(z) =0 < (1+x) Z na,z" "' —a Z apz” =0
n=1 n=0

+oo —+o0 +oo
= E na,z" ! + E na,xr" — « E apx” =0
n=1 n=0

n=1
+oo too
= Z (n+ Dapy12™ + Z (n—a)a,z™ =0
n=0 n=1
+oo
= Z ((n+ Dapy1 + (n—a)ay)z™ =0
n=0

Par unicité des coefficients d’une série entiere (valable si R > 0), on obtient
la relation : Vn € N a1 = ﬁan. De plus, on doit avoir g(0) = 1 c’est a
n—1
(a—k)
k=0

dire ag = 1. Par récurrence immédiate, a,, = 2

n—1
R C 1 - N N (—k)
— Synthese Considérons la série entiere ) anz™ ol a, = ==E=0r—— # 0.
neN

Calculons le rayon de convergence R de cette série. Pour z # 0 on a

ane™ _ Ja—n|

|anz™| n+1

2] — 1x |z
n—-+oo

Ainsi si || > 1 la série entiére diverge et donc R < 1. De plus, si || < 1 la
série converge et donc R > 1.

Finalement, R =1 > 0 et le calcul fait dans ’analyse montre que la fonction
somme est solution du probléeme de Cauchy considéré sur | — 1, 1].

Par unicité de la solution & un probléme de Cauchy (sur un intervalle), f, est
développable en série entiére sur | — 1, 1]. [

I11.3.5 Exemple

n (n+p—1)
(p—D! -

Preuve. y(0) =1 Soit p € N\{0}. Donnons le DSE de z ﬁ qui est de rayon 1 d’apres le théoréme
Considérons le probleme de Cauchy . Clairement f, scédent
(1 + x)y/(x) _ ay(x) =0 precedent. _— -
est solution sur | — 1, 4+o00[. On considere que « ¢ N. Nous devons calculer, pour n € N\{0}, [[ (=p—n) = (=1)" [] (p+n) = (-1)
k=0 k=0
Ainsi, pour z €] — 1,1]
— Analyse Cherchons maintenant une solution g somme d’une série entiére de 1

rayon R>0,g= > a,a™.
neN

(1—x)P (p—1)! n! =

+oo _ “+oo n N
n=0

p—1

Chap 4 : Séries entieres
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I11.3.6 Exemple
Montrons que arcsin est DSE et donnons son développement.

T — \/11_7 est DSE sur l'ensemble {z € R| 22 €] — 1,1[} =] — 1,1]. et on a pour
xe€l—-1,1[:
+oon—1
Z H —1)"3?2”

V1 fo

n=0 k=0

(rappel : un produit vide vaut 1 par convention).

(2n)!
2nnl

Or pour n € N\{0), T (-4~ k) =TT 2= = G T (b 1) = 5

lopération classique con51stant a multlpher et diviser par le prodult des nombres pairs
entre 2 et 2n.

par

+00 (2n
: 1 (2n)! I G I P N .
Finalement, 7 T (n]) = ngo ~f==x=". Par intégration terme a terme :
2n)
: 2n+1
arcsin(x) = +
() Z (2n+1)4

arcsm(O)

et le rayon de convergence est 1.

II1.3.7 Formulaire

A savoir
400
ﬁ = " z€el—1,1]
n=0
+oo (_1)n—1
n=1
+oo
(1 o l‘)a o a(afl)..r.LEozfnJrl) noog E] —1, 1[
n=0 too
ef =3 reR
n=0
+0°( "2
cos(z) = Y, BT reR
n=0
+o0 nx2n+1
sin(z) = > ( (12)n+1)! zeR
n=0
too L.
(x) = 20 % reR
+O(T 2n+1
sh(z) = z—:o eI zeR
A savoir refaire
RS
In(l1+z)= > ~——a" x €] —1,1]
+OZ ! (27»)
arcsin(z) = > T p2ntl zel—1,1]
n=0
+oo
arctan(z) = Z x2ntl x €]-1, 1]

[}

n=

Chap 4 : Séries entieres
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