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I Fonctions puissances entiéres 1.2.2 Figures

I.1 Propriétés

n pair > 0 n impair > 0

Définition 1
Soitz €R etn € Z.

n
— sin>0alorsz” =z x---xzx =[] «.
\—,._/ he1
n fois
— sin=0 etz #0 alors 2" = 1 (y compris 0° = 1 par convention)
—-n
. _ (1
—szn<06tx7é0alorsx”—<;) .

On a toujours 1™ =1, et ce pour tout n. . nimpair<0 ) n pair <0
Proposition 1
Soit (m,n) € Z2.
1. La fonction fy, : x +— ™ qui est définie sur R sin > 0 et sur R* sin < 0, est C!
sur son ensemble de définition et sa dérivée est nfn_1 : x — nx™ L. f, posséde la r - r
méme parié que n. F - F
2. Soient x,y € R*. - - -

I.2 Positions relatives ~ Comparaison

Proposition 2
Soient m et n deux entiers relatifs, m < n.
— Sur]0,1[, frn > fn-
— Sur |1,4+00, fn > fm
— Les positions relatives sur | — 0o, 0] dépendent des parités de m et n (disinguer les
cas), mais on peut toujours comparer les valeurs absolues. Sur | —1,0[, | fn] < |fm]
et sur | — oo, —1[, | fm| < |fnl-

I.2.1 Limites usuelles

Soit n € Net n > 0.

1 1 1
limz™ = 400, lim— = 0", lim— =07, lim — = —oo, lim — = +o0.
+o0 +oo I —oo T 0- x o+t x

Pour déterminer les limites de x +— ml,n on utilise le théoréme de composition. Il faut préter

particuliérement attention a la parité de n.

Chap 9 : Puissances et croissances comparées



2/

PTSI

1.3 Reéciproques et racines

Proposition 3
Soit n € N, n # 0. La fonction f, : RT — RY est strictement monotone, et surjective

(d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires) et est donc une bijection. Sa réciprogque
) Rt — Rt

est notée sous la forme 1

= Yrx=xn

I[.4 Fonctions polynomiales

Définition 2 N

Une fonction polynomiale est une fonction R — R qui a x associe Y. a;z’, ot les a; € R
i=0

et ap, # 0 (au moins dans le cas n > 0). Une fonction rationnelle est un quotient de

fonctions polynomiales, définie sur R privé des zéros du dénominateur.

Proposition 4 "

Considérons f : x v > a;z* une fonctions polynomiale non nulle (ie. a, # 0). f a les
i=0
mémes limites en £oo que a,x™. Nous le prouverons dans la suite du chapitre.

II Fonctions puissance réelle

IT1.1 Puissances réelles

Définition 3
Soient v € R et y € R. On pose

7Y = v In(@)
Proposition 5
Soient a,b € R, x et y des réels.
1. a®*tY = a®a¥
2. a®™¥ = (a®)¥
g = (1) =k
4. (ab)* = a*b*

g . N . xr T
On en déduit la régle pour les quotients : (%) =2,

II.2 Fonctions puissances

Définition 4
Soit o € R\Z. La fonction puissance v est définie par

o

Si o > 0, on pose en plus fo(0) = 0. On a déja défini fo(0) = 1 pour les fonctions
puissance entiéres.

R: — R%

T xa:ealnw

Proposition 6
Soit « € R\Z
— fa réalise une bijection de RY vers R, Cl sur R% . Sa dérivée est x az® 1. Sa
fonction réciproque est fi.
— Encore une fois les posz‘tiaons relatives dépendent de la position par rapport a 1. On
considere o > B avec B un réel non entier.

Vo €]0,1[ 2 < 2°.

vz €)1, +oo] @ > zP.

oy
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IIT Comparaison de fonctions

IT1.1 Notations

Définition 5 B
Soit I un intervalle de bornes a et b (éventuellement infinies, avec a < b). On note I
Uensemble T U{a,b}. Ce n'est pas un intervalle dans le cas ot a = —00 ou b = +00

Définition 6 3
Soit I un intervalle, a € I et f,g: I - R

1. On dit que f ~ g ssi 5 —1et % — 1. (f et g sont équivalentes en a)
a a a
Cette définition n’a du sens que lorsque le calcul de ces limites en a un.
2. On dit que [ = 04(g) ssi 5 — 0. (f est négligeable devant g en a) On a alors
a
f=gxe avece(x) — 1.
T—ra
En particulier les fonctions f et g ne sont pas la fonction nulle.
Proposition 7
Awvec les notations précédentes, on a f ~g < f=g+o(g) < g=f+o(f).
a a a

Théoréme 1 B
Soient f,g: I — R et a € I. On suppose de plus que f ~ g.
a
1. f admet une limite en a ssi g admet une limite en a et dans ce cas les limites sont
égales.

2. f et g ont méme signe "au voisinage de a”.
Proposition 8 3
Soient f1,91, fo, 921 — R des fonctions et a € I.

1. Si fy ~ g1 et fo ~ go alors fifo ~ g192, % ~ %'
a a a J a
Sia € Ret fi >0 alors fi* ~ fs* On peut faire directement des produits et des
a
quotients d’équivalents.

2. Si A € R* alors 0,(A) = 04(1). On peut supprimer ou ajouter des constantes dans
un petit o.

3. fr10a(q1) = 0a(f101) = f19104(1) et 04(f1)0a(91) = 0a(f191). Compatibilité avec la
muliplication.

4. 0a(f1) £ 0a(f1) = 0a(f1). Attention au cas -

5. Si f1 = o(g1) alors o(f1) = o(g1). Tradution : si fo est négligeable devant fi et fr
néglz’g;able devant gy alorsan est négligeable devant g1 .

6. Si fi ~ g alors 04(f1) = 0a(g1). On peut remplacer une fonction par son équivalent

dans un petit o.

I1I1.2 Comparaisons et tangentes

Théoréme 2

Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I et a € I.

Si f est dérivable en a alors f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + 04(x — a). Réciproquement,

st f(z) = f(a) + a(x — a) + oq(x — a) alors [ est dérivable en a et f'(a) = a.

II1.3 Croissances comparées

Proposition 9

Soient o, B > 0 des réels.
1. (In(z))~ = o(z?)

2. x° = o ((e*)?)

3. |In(x)|®

0

o(z~P).
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