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Chapitre 1

Croissances compareées

I Sur les fonctions

I.1 Relations de comparaisons

1.1.1 Définition 3
Soit I un intervalle, a € I et f,g: 1 — R (a est dans I ou est une borne de I, éventuellement infinie)
1. On dit que f ~ g ssi 5 — 1et % — 1. (f et g sont équivalentes)
a a a
Cette définition n’a du sens que lorsque le calcul de ces limites en a un.

2. On dit que f = o0(g) ou f = 04(g) ssi g — 0. (f est négligeable devant g)

En particulier les fonctions f et g ne peuvent pas étre la fonction nulle

Remarque

On ne peut donc pas écrire f ~ 0 avec notre définition...
a

Piege

Ce n’est pas parce que fi ~ 0 et fa ~ g2 que Ji+ fe ~ 9 + g2.

1.2 Les outils de calcul

1.2.1 Proposition
Avec les notations de la définition précédente, on a f ~g < f =g+ 0.,(9) < g=af + os(f).
a
Il s’agit de l'outil le plus pratique pour passer d’un équivalent a un “développement”, et réciproquement. On
retrouve ici que I'équivalent en a d’une fonction est le premier terme non nul dans un développement limité en a.

I.2.2 Théoréme (Taylor-Young)
Soit f une fonction de classe C™ sur un intervalle I et a € I. Alors f posséde un DL a l'ordre n en a sous la forme

! + 04((x —a)™)

_ / _ " (x—a)2 (3) (x_a)g (n) (x—a)
F@) = 1)+ f(@)(@ - a) + (@) + FO@) T 4 O (@

Ecriture en 0
Dans le cas des formules usuelles, a est pris égal a 0 et on obtient

1 (n)
10, S0

"™ + og(z™)

fx) = £(0) + f'(0)x +
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Les développements usuels

Soient o € R et m € N. On a au voisinage de 0 les développements limités usuels suivant (& connaitre!)

1. Exponentielle, logarithme, puissances

1+2)*>=

2. Trigonométrie circulaire

sinx =

cosx =
3. Trigonométrie hyperbolique.

shz =

chx =

1.2.3 Proposition
Soit f : I € R une fonction dérivable sur I'intervalle I et a € I.

Si f admet un développement limité & I'ordre n en a alors f admet un développement limité a 'ordre n + 1
en a qui s’obtient en calculant terme & terme une primitive du développement de f’ et en choisissant comme
constante la valeur f(a).

A savoir retrouver

En utilisant la méthode d’intégration terme & terme (sans oublier de rajouter la bonne constante d’intégration, a
savoir le terme f(0) dans Taylor-Young)

1. Le développement a tout ordre de arctan

2. Les développements & un ordre donné de arcsin, arccos

Reégles de calcul
Rappel :

— On peut multiplier, diviser ou mettre a une puissance fixe une relation d’équivalence, mais pas sommer ni
soustraire terme a terme. On ne peut pas composer de chaque c6té une relation d’équivalence par une fonction
(en particulier, par exp ou In).

— Les développements sont des égalités qui se manipulent donc comme telles, avec les regles de calculs connues
sur les o, :

— Dauns le cas d’une forme o,(f) + 0,(g) on conserve un seul “petit 0” : on retire celui qui est négligeable
devant ’autre.

7 f X Oa(g) = Oa(fg>'
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— A Tintérieur d’un “petit 0” ou d’un “grand o”, on peut remplacer une expression par son équivalent.

— On peut effectuer des changements de variables dans les développement usuels en 0, a condition que la
nouvelle variable tende bien vers 0.

Conclusion : & par pour une multiplication ou division (ou mise & une puissance fixe) terme & terme, on passera
systématiquement par un développement en utilisant la régle f ~ g <= f =g+ 0,(9) < g = f + 0.(f).
a

I.3 Croissances comparées
Sur les puissances

Soient «, 8 € R avec a < (. Les comportements en 0 et +00 sont opposés :

% = 0400 (27) et 2P = 0p(x®)

1.3.1 Théoréme (Retour en terminale)

1
lim zln(z) =0, lim n(z) =0, lim L0
z—0 r—+o0o I r—+oo et

Ces résultats nous permettent de démontrer la version suivante, vue en leére année

1.3.2 Théoréme (Comparaison en +0c0)
Soient «, 8 €]0, +oo[. Ces nombres sont strictement positifs.

L. (In(2)* = 0400 (2?).
2. 28 =0, 50(e%)

1.3.3 Théoréme (Comparaison en 0)
Soient a, 8 €]0, +ool. |In(z)|* = 0g (Z5) ou encore z”|In(z)|* = 0.

IT  Sur les suites

Ici la situation est plus simple, car les seules limite que I'on peut étudier sont quand l'indice (souvent noté n) tend
vers +00

II.1 Rappels sur les suites géométriques
Forme des suites géométriques

Ce sont les suites (un)nen qui vérifient une relation de récurrence de la forme u,41 = qu, ou ¢ € C est fixé
(comprendre, ne dépend pas de 'indice n).
On a alors, par une récurrence facile, Vn € N u,, = ugq™.

I1.1.1 Lemme
Soit ¢ € C\{1}. Si (¢")nen converge alors sa limite est 0.
Preuve.
Notons Vn € N u,, = q" et supposons que u, +—> leC.
o0
Alors upy1 ? l. Mais pour tout n € N, on a up+1 = ¢t = qu, et donc par produit de limites finies
o0

Up 41 +—O>O gl. Par unicité de la limite, | = ¢l et donc (¢ — 1) = 0. Comme ¢ — 1 # 0 on a alors [ =0 L]

5
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I1.1.2 Théoréme (Limites des suites géométriques)
Soit g € C\{1}.

1. q" ? 0 ssi |g] < 1. C’est le seul cas de suite géométrique convergente.
o0

2. Dans le cas ot ¢ € R on peut ajouter que ¢g" +—> 400 ssi g > 1.
o0

II.2 Comparaison des suites

I1.2.1 Proposition
Soient (uy,) € RY une suite bornée et (v,,) € RY une suite.

1. Siv, — 0 alors u,v, — 0.
+oo —+oo

u
v

2. Siwv, — oo alors 22 — 0 ou encore U, = 040 (Up).
o0 n +oo

11.2.2 Définition
Soient (uy,), (v,) € CY deux suites avec (v,) qui ne s’annule pas & partir d’un certain rang. On dit que (u,) est

dominée par (v,,) ssi la suite (

Zf‘)neN est majorée.

On note alors u, = Oy (vy,) (grand o).

Reégles de calcul

Elles sont les mémes que pour les petits o. En particulier on pourra écrire
1. O+oo(un) == UnOJ,_OO(l)
2. Oqoo(tin) £ Ooo(tn) = Ooc(un)

avec, comme d’habitude, la précaution élémentaire de se souvenir que chaque O représente une suite, et que ces suites
ne sont pas égales méme si elles s’écrivent sous la méme forme.

I1.2.3 Proposition (Comparaison a une suite géométrique)

Soit (uy,) une suite & valeurs strictement positive. On suppose que u;‘—:l fud e RT (oul = +c0).
1. Si £ < 1, alors pour tout ¢ €)¢, 1[, uy = 0400(q™).
2. Si £ > 1, alors pour tout ¢ >]1,¢[, ¢" = 0400 (tn).

Dans le cas | = 1, on ne peut pas comparer (u,) & une suite géométrique.

Preuve.

I1.2.4 Corollaire
Avec les mémes notations, et toujours pour (u,) strictement positive

1. Sil <1, alors u,, — 0.
+oo
2. Sil > 1 alors u, +—> +00.

Le résultat de la proposition est plus précis, car il indique que (u,) tend “plus vite” que certaines suites géométriques.

I1.2.5 Théoréme
Soient «, 8 €]0, +00[. Soit ¢ > 1.
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/i

e o e

In(n)® = 0400 (n?).

nf = 0400(q")

. ¢" = 0400(nl).

. nl = 0400(n").
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Chapitre 2

Séries numériques

I Séries convergentes

I.1 Vocabulaire
1I.1.1 Définition
Soit (uy,) € CY une suite.
1. On appelle série de terme général u,, et on note > u, ou Y. u, la suite (Sx) définie par
n=0

N
YN eNSy =Y u,

n=0

On dit que Sy (le nombre) est la Niéme somme partielle de cette série.
11 est possible de commencer & sommer non pas a I'indice 0 mais & un indice entier fixé ng (ce qui revient a poser
un, = 0 pour n € [0,ng — 1]). Dans ce cas la série est notée > uy,.
n=ngo
2. On dit que la série Y u, converge ssi la suite des somme partielles converge. Dans le cas contraire, on dit que

la série diverge. Sa nature est d’étre convergente ou divergente.
+oo

Quand elle existe, on note S = > wu, la limite des sommes partielles et on 'appelle somme de la série.
n=no
+oo
3. Dans le cas d’une série convergente, la suite des restes de la série est la suite définie par Ry = > u, = S—Sn
n=N+1

Complexes

Comme d’habitude, il est suffisant d’étudier les séries des parties réelles et imaginaires (u,) € CN.

Modifier une série

On ne change pas la nature convergente ou divergente d’une série en modifiant les k& premieres valeurs de u,, pour
un k fixé. Par contre on modifie la valeur de la somme...

1.1.2 Définition-Proposition
Soit (u,) € CN.
SI u, - 0 ALORS > u,, diverge.
Dans ce cas on dit que Y u,, diverge grossiérement.

Utilisation

Ce résultat n’a qu’'une seule utilité : prouver qu’une série diverge. La contraposée est : si > u, converge alors
Uy — 0.
Exemple : montrer que > (1 - )n diverge.

1
n

1.1.3 Proposition
Considérons 2 séries > u, et > v,.
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— Si > u, et > v, convergent alors VA, u € C Y (Auy, + pop,) converge.
— Si > u, converge et Y v, diverge alors ) (uy + vy, ) diverge.
— Si Y u, et > v, divergent, on ne peut rien dire sur > (u, + vy).

1.2 Séries de référence

Séries convergentes

+oo
1. Soit ¢ € C. > " ¢" converge ssi |¢g| < let > ¢" = fq.
n=0

2. Soit a € R. Y - converge ssi a > 1.

Série divergente

La série » % est une série divergente appelée série harmonique.

Séries télescopiques

+oo
Exemple : Calculer la somme ﬁ
n=1

Taylor

Soit « € R. La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a lordre n a exp entre 0 et = (exp est de classe

n + 1 sur ce segment) donne
n k x n
x z (:E B t) t
= Tt /0 T

k=0

x

Fiapeal - 2nion
o n! '

L
e = > I

k=0

. . i
Ainsi <o

x
Of|(:c — t)”et|dt‘ <4

|z

Par croissances comparées, -

+oo .
— 0 et donc - =e".
n—-+o0o kX::O k!

1.3 Séries a termes positifs

1.3.1 Théoreme
Soit (uy ) une suite de réels positifs. Y u, converge ssi la suite des sommes partielles est majorée.

“+o0 N
Dans ce cas, Y u, = sup ({ > un| N € N})

n=0 k=0

Remarque

Ce théoreme est fondamental pour la compréhension et l'intuition des séries a termes positifs convergentes. Le
terme général ne doit pas “étre trop grand”.

1.3.2 Théoréme (Comparaison des séries 4 termes positifs)
Soient (U )n, (Vn)n des suites de réels positifs.

1. Si uy, < v, & partir d’un certain rang et Y v, converge alors Y u, converge.
2. Si tup = O400(vp) €t > v, converge alors > u, converge.

3. Situp = 0400(vn) et > v, converge alors > u, converge.
4

. Siu, ~ vn, > u, et Y v, ont la méme nature.
+o00o

10
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1.3.3 Théoreme

Soient (un)n, (vn)n des suites de réels négatifs.
1. Si v, < u, a partir d’un certain rang et Y v, converge alors Y  u,, converge.
2. Siup = O400(vp) €t > v, converge alors Y u, converge.
3. Si Uy = 0400(vp) €t > v, converge alors > u,, converge.

4. Siuy, 73 Uns > up, et > v, ont la méme nature.
oo

1.3.4 Exemple
1. Y, en o= converge.
+3
2.y ntd

n“u,

Soit (uy)n une suite de réels positifs et o > 1

1. Sionan®u, — 0alors) u, converge.
n—-+oo

On a en effet u,, = 04 ( L ) dans ce cas.

no
2. Sion a n%uy, +—> ¢ # 0 alors > u, converge car u, o n% qui est un terme général de signe constant d’une série
oo oo
convergente.

Attention

L’hypothese (uy,), (vy,) positives est fondamentale. On peut avoir u, ~ v, > v, converge et »_ u, diverge si elle
n’est pas respectée.
(=D

Pour n > 1, posons un = =y, Un = (?/15)

1. up ~ vy, car (—1)™ = 0400(v/n) (comparaison d’une suite bornée & une suite de limite infinie).
+oo

2N 2N+1

2. Montrons que Y v, converge. Posons, pour N > 1, ay = > v, et by = > v,. Alors
n=2 n=0
— by —an =" —- 0
N —ON oN+L T
— ani1 —an = ———— + ——— < 0 donc (ay) est décroissante
+ V2N+1 " V2N+2 :

— byy1 — by = \/ﬁ - \/ﬁ > 0 donc (ay) est croissante.
Finalement, (ay) et (by) sont adjacentes et convergent donc vers une limite commune [ € R. Ainsi les sommes
partielles de ) v,, convergent vers [ (leurs suites des termes d’indice pairs et impairs le font).

3. De plus, u, = (_\/1%71 H(l,l)n = (_\/15)” (1 - (?/15)" + % +0+oo(%)) = (_\/15)” - % + (7:\1/)5” T 0o
NG

la somme de 3 termes généraux de séries convergentes et d’un terme général de série divergente de donc > u,
diverge.

(ﬁ) Ainsi u,, est

Divergence
Sion a (up) et (v,) positives :
1. Siu, < v, APCR et Y u, diverge alors ) _ v, diverge.
2. Si Uy = 0400(v) €t > u, diverge alors > v, diverge.

1.3.5 Théoréme (Régle de d’Alembert)
Soit (u,) € RY telle que Vn € N u,, > 0. Supposons que uu—:l — L.

1. Si ¢ <1 alors Y u, converge.
2. Si £ > 1 alors ) u, diverge.

3. Si £ =1 la série peut étre divergente ou convergente.

11
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Utilisation

1. En général, le calcul de la limite du quotient n’est pas aisé, et en pratique vaut souvent 1...

2. Si 'expression de u,, fait apparaitre des quantité n! ou a” en facteur, la régle de d’Alembert peut étre efficace.

1.3.6 Exemple
Montrer que la série de terme général u,, = :—,L converge.

I.4 Application a I’étude de suites

1.4.1 Proposition
Soit (uy ) une suite. (u, — ug)nen & la méme limite (ou absence de limite) que > (upt1 — wp).

1.4.2 Exemple
U, = In(2<"). Convergence ?

!
1.4.3 Exemple

u, = Y. 4+ —In(n). Montrer que (u,) converge en étudiant la convergence de Y (un — Un—1)

k=1

II Convergence absolue

II.1 Convergence d’une série complexe

I1.1.1 Définition

Soit Y u, une série complexe. On dit que cette série est absolument convergente ssi Y |uy| converge (prononcer
n=>0

module ou valeur absolue suivant les cas).

Explication On regarde en fait la convergence d’une série positive, pour laquelle tous les théorémes précédent
s’appliquent.

I1.1.2 Théoréme
Soit (u,) € CN. Si Y u,, converge absolument alors > u,, converge et on a

+o0o +oo
2 tn] D

n=0 n=0

Preuve.
— Cas réel.

On pose pour tout n € N, u;f = max(u,,0) et u;, = max(—uy,,0). C’est & dire que u;’ est u, si u, >0 et

0 sinon. u,, est |uy,| si u, < 0 et 0 sinon.

Ainsi ces deux nombres sont positifs et on a u, = u} —u,, |u,| = ut +u, .

On pose pour N € N, S, = Zévun et S, = Zév [t |-

On sait que S s leRT. Or Sy = Zév b+ Zév u,, . Ces deux derniéres sommes sont & termes positifs
o0

et majorées par [ donc les séries Y ul et > wu, convergent.
Ainsi )" u, converge par différence de série convergente.

— Cas complexe.
Cette fois on pose u, = =, + iy, et on sait que > |z, + iy,| converge.
Soit n € N. On a |z,| < |un| et |yn| < |u,| done les séries >z, et >y, convergent absolument donc
convergent par le point précédent.

Ainsi la combinaison linéaire > x,, + iy, converge. ]

12
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Méthode obligatoire

Pour étudier une série complexe ou une série dont le signe n’est pas constant, on étudiera toujours d’abord la
convergence absolue.
I1.1.3 Exemple

Montrer que > ( n!)n converge.
n=0

Série exponentielle

Soit z € C. Montrer que % converge.

n=0

Attention

—-1)" .
(n +)1 converge, mais ne converge pas absolument.

k _ 1 In+1

La réciproque est fausse. Par exemple la série >

k
En intégrant sur [—1,0] on obtient Y ,_, [GEDh

Pour le voir, prenons = # 1 et notons que Y ;_, x

11—z 11—z ° k+1
0 z"t! "t n+1 : s 12 0 "t 1
In(2) — j; “—dx. Or 0 < — < z"*! et par croissance de I'intégrale 0 < fl T dr < 4y
: =t
Finalement, kzo = = In(2).
II.2 Propriétés
I1.2.1 Proposition
Soient (u,) € CN et (v,) € RN avec Vn € No,, > 0.
1. Si|up| 3 Un et Y v, converge alors Y u, converge.
o0
2. Siuy = O4o0(vp) et > vy, converge alors Y u, converge.
3. Siu, = 0400(vy) €t > v, converge alors > u,, converge.
I1.2.2 Théoréme
Soient Y a, et > by, deux séries de complexes absolument convergente.
n —+o0 —+o0 —+o0
Pour tout n € N on pose ¢,, = > agby_j. Alors la série > ¢, converge absolument et > ¢, = > an x Y. b,
k=0 n=0 n=0 n=0

Preuve.
— On considére pour commencer que (a,) et (b,) sont des suite réelles positives.

N N N N n
Notons, pour N € N, Ay = > ap, By = > bp, Cn = > ¢ = > > arby_k. Posons de plus A =
n=0 n=0 n=0 n=0 k=0
—+oo —+o0
anet B=5Y b,
n=0 n=0
N N N N—k N N
Alors Cy = 3" > agbp—ir = > (ak > bz). Remarquons de plus que AyBy = > ax > b;
k=0 n=k k=0 i=0 k=0 =0
Ainsi Oy < ANBy < AB. Lasérie Y ¢,,, qui est une série de termes positifs, est majorée et donc converge.
On note C' sa somme.

Mais on a également
N 2N —k 2N 2N —k N N
=Y (e n) e 3 (a3 0] >3 (2w - aven
k=0 =0 k=N+1 =0 k=0 =0

la majoration étant valable car on retranche des termes positifs.

Finalement, Cn < AyBy < Can et par passage a la limite (N — 400, les limites existent) on obtient
bien C' = AB.

13
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— Revenons maintenant au cas général.

On note en plus, ¢,

E |ax[bn k], Ay = Z |an], By = Z [bnl, C7

de ces 3 séries (A', B’ ex1stent par hypothese C’ d’apres le cas réel posmf)
On a, d’apres le point précédent, A\ By —Cy — 0.

De plus, |Cn| <

raisonnement).

D’apreés les calculs du premier point, Ay By —

les termes restant apres simplification, ie. ceux qui n’apparaissent pas dans Cy), on a |AyBy — Cn| <
— C)y. Par encadrement, AyBy —Cn — 0 donc C' = AB.

> laibj|l = Ay By —

(i,)eE
11.2.3 Exemple +00
Posons pour z € C, f(2) = >

n=0

I1.3 Approximations et restes
Valeur approchée de la limite

Supposons que Y u, converge vers S.

Alors pour N € N, |S — Sy| = |Rn| =

—+o0

2

%. Montrer que Va,b € C f(a+b) =

n=N+1

N—+o00

C'y est une somme
(i,j)€EE

N —4o00

f(a)f(b).

= Z len| et A’ B',C’ les sommes

< C' par inégalité triangulaire et donc 3 ¢, converge absolument (série & termes
positifs majorée) et on note encore C' sa somme (lexistence de C n’est pas nécessaire a la suite du

> a;bj ou E C [0, N]? (qui représente

Uy |. Si on sait majorer les restes d’une série convergente, alors on

connait un minorant de la qualité de ’approximation ainsi que de la vitesse de convergence de la série.

Riemann

Soit & > 1 un réel.

Montrons que R, =

Séries géométriques

On connait une expression explicite du reste.
Si on a maintenant une suite vérifiant |u,41| <

kluy,| pour un k €]0, 1], montrons que |Ry| <

lun+1]

1-k

14



Chapitre 3

Rappels de géométrie

I Opérations vectorielles

On se place dans R™ avec n = 2 ou 3.

I.1 Produit scalaire
Propriétés

Soient X,Y € R™ (n = 2 ou 3, mais plus s’il le faut, la définition ne change pas).

Le produit scalaire de X et Y est < X, Y >= (X|Y) = XY = Xn: x;y;- avec des notations évidentes pour les
coordonnées dans la base canonique. =

1. symétrie : (X]Y) = (Y|X). Cest évident sur la formule a l’aide d’une somme. On peut également remarquer
que XY est un nombre et donc {!XY) = ¥ X est le méme nombre.

2. Bilinéarité : Soient o, 8 € R, X1, X5, Y € R"
(X1 4 8Xs|Y) = a(X4]Y) + B(X2|Y) linéarité a gauche

(Y]aX; 4 BX2) = a(Y|X1) + B(Y|X,) lindarité & droite

w

. positivité : (X]X) > 0.
. le produit scalaire est défini : (X]|X)=0 < X =0.
. Ona ||X]? = (X|X).

[SATENN

Exercice 1
Soient X,Y € R™. Montrer que || X +Y|? = || X]||? + 2(X|Y) + ||[Y]|?. Calculer | X —Y[]? et (X —Y|X +Y).

Exercice 2
Exprimer (X|Y) en fonction de normes.

Orthogonalité

Deux vecteurs sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est nul.

Distance

La distance entre deux éléments de R™ est la norme de leur différence : d(X,Y) = | X = Y| = ||Y — X||
Exercice 3

A quelle condition un parallélogramme est-il un losange 7 un rectangle ? Le prouver !

1.2 Produit vectoriel

On se place obligatoirement dans R? cette fois.

15
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Propriétés
T x’ yz' — 2y
yl ALy | =22 — 22
z 2! zy — yx'

. Siu,v €R3 uAwv est orthogonal & u et v.
. uAv=0ps <= u et v sont colinéaires.
. Si u,v sont non colinéaires, (u,v,u A v) est une base directe de l’espace.

1

2

3

4. Le produit vectoriel est bilinéaire.

5. le produit vectoriel est anti-symétrique, ie u A v = —v A u.
6

. luAv|| est aire du parallélogramme construit sur u et v (qui peut étre plat, et on retrouve la CNS de colinéarité).

Construction de base orthonormée directe

1

Sion a u,v € R3 tels que u # 0,v # 0 et v L v, alors on peut poser u’ = Tl ¥ I =

et v’ = v Alors, si w’' =u' AV,
la base (u’,v",w’) est orthonormée directe.

Exercice 4
Construire une base orthonormée directe dont les deux premiers vecteurs forment une base du plan P : x — z = 0.

1.3 Déterminant
Définitions

1. Dans le cas du plan, et pour @, 7 € R? on a

0 sinon

det(d,5) — {||17|||17||sin(ﬁ,17) sii#Oet o0

/
Sid= <x) et U= <Z,) (coordonnées dans la base canonique) alors

S o |T 17 / /
det(u, ¥) = vy =zy —yzx

2. Dans le cas de 'espace, pour i, ¥ et W trois vecteurs de ’espace. On appelle produit mizte ou déterminant de
ces trois vecteurs le réel

det(@, U, W UAV), 0>
T x/ x//
En exprimant les coordonnées dans la base canonique, © = [ y y’ et = |y"| ona
z Z 1"
/
z 2’ y/ " 2! " U~
— =\ ’ "o
det(u,v,w) = |y vy y'|==x]|, | =Y\ n| 2| 7
/ " z 2z y oy
z Z oz

Propriétés
1. n vecteurs forment une base de R”™ ssi leur déterminant dans la base canonique est non nul.

2. On déduit du premier point qu'une matrice carrée de taille 2 ou 3 est inversible ssi son déterminant est non nul.

3. le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne.

Par exemple, pour u,v,w € R? et a, 3 € R on a (dans la base canonique)
det(au 4 Bv,w) = adet(u, w) + B det(v, w)

4. une base est directe ssi son déterminant dans la base canonique est strictement positif.

16
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Interprétation géométrique

1. On note B, la base canonique de R?. Soient u,v € R?. detg, (u, v) est I'aire orientée du parallélogramme construit
sur u, v.

2. Dans R3, le déterminant est le volume orienté du parallélépipede construit sur les trois vecteurs.

Exercice 5
1. Soient A, B,C 3 points non alignés de R2. Exprimer & I'aide d'un déterminant 1’aire du triangle ABC.

2. Rappelons que le volume d’un tétraedre est V = %B x h ou B est l'aire d’une base et h la hauteur correspondante.
Exprimer a l'aide d’un déterminant le volume du tétraedre ABCD.

Rappel : le volume d’un parallélépipede est donné par B x h ou B est ’aire de la base.

IT Lieux géométriques

II.1 Droites
Généralités

Les droites (affines) de R™ sont les ensembles de la forme D = A + Vect(u) o A est un point et v un vecteur
directeur non nul. D = Vect(u) est la direction de D.

Cela revient & donner une représentation paramétrique de D. Par exemple dans le plan, M : (i) € D ssi

Y=ya+ 1y,
une troisieme coordonnée.

r=xp5+tx . L. , . .
JteR { 4 “ avec des notations évidentes pour les coordonnées de A et u. Dans I'espace, on ajoute juste

Colinéarité

—
Avec les notations précédente, un point M € R™ est un point de D ssi AM et u sont colinéaires (penser au
déterminant dans R?).

Cas de R?

Toute droite D de R? posséde une équation de la forme D : ax +by+c =0 et <Z> est un vecteur non nul normal
a D, ie orthogonal & tout vecteur directeur de D, ou encore orthogonal a tout vecteur de la direction de D.

Ainsi (_ab) est directeur de D (non nul!).

Exercice 6
1. Soit D : 2z — y + 1 = 0. Donner deux points, un vecteur directeur et un vecteur normal de D.

1

2. Soient A = (1

-1 , . .
) , B= ( 9 ) Donner une équation, un vecteur directeur et un vecteur normal de D = (AB).

. . N . 1 1
3. Donner une équation, un deuxieéme point et un vecteur normal de D = (_1> + Vect (1)

Savoir faire
Déterminer si deux droites sont sécantes, paralleles.

Exercice 7 .
Soit D : 3x 4+ 7Ty — 2 = 0. Déterminer la distance de My = (y0> a D. Astuce : si A, B € D, on pourra calculer 'aire
0

d’un triangle ou d’un parallélogramme.

Cas de R?

Les droites de I’espace ne posseédent PAS d’équation cartésienne. A la place, on peut les décrire comme intersection
de deux plans.

17
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I1.2 Plan de R3
Définition

Un plan de R? est un ensemble de la forme P = A + Vect(u,v) ot A est un point et (u,v) est libre (les vecteurs
ne sont pas colinéaires). Sa direction est le sous-espace vectoriel de dimension 2 Vect(u, v).

s
Ainsi un point M est un point de P ssi (AM,u,v) est liée (encore une fois, on pensera au déterminant).

Equation

a
Soit P un plan de R3. Alors P possede une équation de la forme P :ax +by+cz+d=00u | b | est un vecteur

non nul, normal & P.

Exercice 8
On pose P : z — 2y + z — 3 = 0. Donner une base et un point de P.

Exercice 9 1 1 0
Donner une équation de P = | 1 | + Vect -1],(1 ainsi que 2 autres points de ce plan, de telle maniere que
2 0 1

la donnée des nos trois points détermine P.

Exercice 10 -1 1

On pose D = 1 | +Vect | 1 |. Trouver deux plans dont l'intersection est D. On pourra les donner par des
0 -2

équations.

II.3 Cercles
Définition
Soit £ un point d’un plan (R? ou un plan de R3). Le cercle de centre 2 et de rayon R €]0, +oo| est 'ensemble des

points de ce plans a distance R de €.

Equation

Dans R?, tout cercle posséde une équation de la forme (r — xg)% + (y — ya)? = R? ou (;Q) est le centre et R le
Q

rayon.

Tangentes
La tangente en un point My du cercle C est la droite passant par My et orthogonale a QM.

Exercice 11
Pour une droite D donnée, décrire le lieu des centres des cercles tangents a D en un point My € D fixé.

Exercice 12 (Théoréme important)
Soient A, B deux points fixés et distincts du plan.

Décrire I'ensemble E = {M € R?| (m|B—Z\>4) =0}.

Exercice 13
Décrire en fonction des rayons et des centres le nombre de points d’intersection de deux cercles du plan.

Exercice 14 (Adaptation a ’espace)
Dans un repere orthonormal direct on donne les points A : (1,2,3), B: (2,3,1), C: (3,1,2), D : (1,0,-1).

1. Chercher le centre et le rayon de la sphére circonscrite a ABCD.

2. Chercher les équations cartésiennes des plans (ABC), (ABD), (ACD), (BCD).

18
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Equation de spheére

ige)
La sphere de centre Q = | yq | et de rayon R > 0 est I’ensemble des points (de ’espace) a distance R de ) et est
E29]
d’équation
(z —20)* + (y —ya)® + (2 — 20) = R?

Exercice 15
Décrire l'intersection de deux sphéres en fonction de leurs rayons et de la distance entre leurs centres.

19
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Chapitre 4

Matrices carrées

Dans ce chapitre K désigne R ou C, n un entier naturel non nul.

I Opérations

I.1 Produit, puissances
Notation
Pour A € M,,(K) une matrice carrée on note A° = I,, et A? = A x --- x A (p fois).

1.1.1 Exemple
Factoriser A2 + A — 21,

1.1.2 Exemple
On suppose qu’une matrice carrée A vérifie A2 + A — 21, = 0. Calculer le reste de la division euclidienne de X* par

X2+ X — 2 pour k € N et en déduire une expression de A*.

1.1.3 Proposition
Soit n € N, A, B € M,(K). Si AB = BA alors

n

n n—kpk _ n k pn—k
<k>A B _Z(n_k>AB

0 k=0

n

(A+B)" = kzzo (Z)AkB”k Zi:

k

2 1 1
1.1.4 Exemple L2 1 1
Calculer toutes les puissances de A =

1 2 1

1 1 2

1.1.5 Proposition
Soit n € N, A, B € M, (K). Si AB = BA alors

n—1 n—1
A" —B"=(A—-B)Y A*B" ' F=(A-B)Y A"'"*pB*
k=0 k=0

Exercice 16
On suppose que A € M,,(K) est nilpotente d’ordre r > 0, c’est a dire que A" = 0. Montrer que I,, — A est inversible
et calculer son inverse.

exo : donner un exemple d’une telle matrice.
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Rappels sur les matrices particuliéres

Un produit ou une somme de matrices triangulaire (ou diagonale) reste triangulaire.
k
a1 0 ay 0

SiD = . est une matrice diagonale, alors D* = . pour tout k € N (avec la convention
00 =1).

Produit et transposition

Soient A, B € M,,(K). {AB) = 'B'A. En particulier, Vk € N {(A4%) = (*A)*.

Lignes et colonnes

Soit L une matrice ligne de taille n et C' une matrice ligne de taille n. Donner les tailles et le rang des matrices
CL et LC.

1.2 Inversibilité
1.2.1 Définition

Une matrice A € M,,(K) est dite inversible ssi il existe B € M,,(K) telle que
AB =1, = BA.

Dans ce cas on note B = A~! et pas %. En particulier on ne notera pas de quotients de matrices, mais des produits
par l'inverse.
On note GL,,(K) ’ensemble des matrices carrées de taille n inversibles. Ce n’est pas un espace vectoriel !

1.2.2 Proposition
On dit que GL,(K) est un groupe pour X :

1. I, € GL,(K)
2. Le produit de deux matrices A, B € GL,(K) inversibles est encore inversible et on a (AB)~! = B~1A~1.

3. Si A€ GL,(K) alors A~! est inversible et (A’l)fl = A.

Lien avec la transposition

Si A € GL,(K) alors A € GL,(K) et {A™!) = (*A)~! donc la relation [I.1] est valable pour tout k € Z.

Inverse particuliére

Une matrice triangulaire A est inversible ssi ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. A~! est triangulaire de
méme type et ses coefficients diagonaux sont les inverses de ceux de A.
En particulier, la relation est valable pour tout k € Z des que les a,, sont tous non nuls.

1.2.3 Théoréeme
Soit A € M,,(K). Notons C1,...C,, les colonnes de A et Lq,..., L, ses lignes.
On a les équivalences suivantes

AeGL,(K) <= A ~ I,, (équivalente par ligne) <= A ~ I

(Cy,...C,) est une base de M, 1(K)
(L1,...Ly) est une base de M ,,(K)
rg(A) =n < ker(A) = {0k}

VY e KT X e K" AX =Y

3B € M, (K)AB = I,,

rreny
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Casn=2o0u3l

On a en plus A € GL,(K) < det(A4) #0.

1.3 Matrices et bases
1.3.1 Définition

Soit E un K-ev de dimension finie égale & n et B = (e1,...,ey,) une base de E. Soit (u1,...,u,) € EP une famille de
vecteurs. Pour ¢,j € [1,n] x [1,p] on note a;; la iéme coordonnée de u;.
Alors la matrice A = (ai;)1<i<n € My p(K) est appelé matrice de la famille (u1,...,u,) dans la base B et est noté

1<j<p
Matg(ui, ..., up).
C’est la matrice des colonnes des coordonnées des ;.

1.3.2 Exemple
Rappel : B = (1, X, X?) est une base de R?[X]. Donner la matrice de (P, Py, P3) = (X —1,2X2 + 3, X? +2X +4)
dans B. Est-elle inversible 7 Quelle est la signification pour cette famille de polynémes ?

1.3.3 Proposition
Le rang d’une famille est le méme que le rang de sa matrice dans une base. En particulier, ce rang ne dépend pas
de la base choisie.

1.3.4 Définition
1. Soient E, F' deux K-ev de dimension finie de dimension respectives p et n. On note Bg = (es, ..., e,) une base
de E et Br = (u1,...,uy,) une base de F. Soit également f € L(E, F). La matrice de f dans Bg et Bp (noté
Matg, B.(f)) est la matrice Matg, (f(e1),..., f(ep)) € M, ,(K).

C’est la matrice des coordonnées des f(e;) dans uy,. .., un, écrites en colonnes.
2. Si f € L(E), on note Matg,, g, (f) = Matg, (f) € M,(K).

1.3.5 Exemple R? — R? 1 1
On consideére Papplication linéaire f : <1’> . <ac + y> . Montrer que B = (@,?) = (<1> , (_1)) est une base
Yy T+y

de R? et calculer Matg(f).

Produit matriciel et évaluation
Avec les notations de la définition. Soient en plus z € E et y € F. On note X = Matp, (x) et y = Matg, (v),A =
MatBE7BF (f)
y=f(z) <= Y =AX
Multiplier par A revient & calculer 'image par f (& condition que les bases soient les bonnes).

1.3.6 Exemple
Avec 'exemple précédent, calculer 'image de w = u + 2v dans la base B puis dans la base canonique.

1.3.7 Théoréme
Soient E, F, G trois K-ev de dimensions respectives ¢, p,n et de bases Bg), Br, Bg. Soient f € L(E,F) et g €
L(F,G).

On pose de plus My = Matg, 5. (f) € M, 4(K) et My = Matg, 5. (9) € My (K).

Alors C' = Matg, 5. (g0 f) = MgMy € M,, 4(K)

P
Rappel : si C = AB, ¢;; = Y airbg;.
k=1

1.3.8 Exemple
Toujours avec le méme exemple, calculer la matrice dans B de f2 = f o f puis de f*.
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1.3.9 Théoreme
Soit f : E — F une application linéaires entre ensemble de dimensions finies de bases respectives Bg et Bg. f est

un isomorphisme ssi My = Matg, 5, (f) est inversible.

Dans ce cas Matg, 5, (f~!) = Mfl.

1.3.10 Définition
Soit E un K-ev de dimension finie et B, B’ deux bases de E. On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice
Matg(B') de B’ dans B.

On exprime la nouvelle base B’ en fonction de ’ancienne base

1.3.11 Théoréme
Soient E un K-ev B, B’ deux bases de E. On note P la matrice de passage de B a B'.
Soit f € L(E). On pose M = Matg(f) et M’ = Matg/(f). Alors M’ = P~1MP

1.3.12 Exemple
Donner la matrice dans la base canonique de f*, toujours pour la méme application f.

1.3.13 Définition
Soient A, B € M,,(K). On dit que A est semblable & B ssi il existe P € GL,(K) telle que A = P~"1BP.
A et B représentent un méme endomorphisme dans deux bases différentes.

Remarque

1. Deux matrices semblables ont le méme rang.

2. La seule matrice semblable a I,, est elle méme.

IT Trace

II.1 Trace d’une matrice

II.1.1 Définition "
Soit A = (ai,j)ij)e[1.n]? € Mn(K). On appelle la trace de A et on note tr(A) le nombre ) a;; qui est la somme de

i=1
ses coeflicients diagonaux.

I1.1.2 Exemple
Pour A = (a;;) € M, (K), calculer tr(*AA).

I1.1.3 Proposition
Soient A, B € M,,(K).

1. tr(*fA) = tr(A)
2. Vo, 8 € K tr(aA + BB) = atr(A) 4+ Str(B).
Ainsi la trace est une forme linéaire : tr € £L(M,,(K), K)

Exercice 17
Montrer que le noyau de la trace est un hyperplan et en donner une base.

Effet du produit

Montrer que dans le cas général on a pas tr(A?) = tr(A)2.
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II.2 Trace d’'un endomorphisme

I1.2.1 Théoreme
Soient A, B € M, (K).
tr(AB) = tr(BA)

Preuve.
Notons C = AB et D = BA avec A = (a;,;),B = (b; ;) et C = (¢;;),D = (d; ;).

n n
Pour (i,j) € [1,n*]onac¢;,j = > p_, a; bk, et donc tr(C) = Z Z a; 1br,i = Z Z by ia;  en échangeant
i=1k=1 k=11i=
les sommes.

M:

n n
On renomme maintenant les indices : tr(C) = > bigak; = > di; =tr(D) L]
i=1

=1 k=1

Exercice 18
Montrer que tr(*AB) = tr(A!B) avec les notations du théoréme.
En déduire la valeur de cette trace dans le cas ou A est symétrique et B anti-symétrique.

Matrices semblables

Si A, B € M, (K) sont semblables alors tr(A) = tr(B).
En effet, si on a A = P~1BP pour une matrice inversible P (voir P comme une matrice de passage), alors
tr(A) = tr((P~1B)B) = tr(P(P~!B)) = tr(B).

Invariants

On peut maintenant dire que deux matrices semblables ont :
1. le méme rang
2. la méme trace

I1.2.2 Définition-Proposition
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(FE). Le scalaire tr(Matg(f)) ne dépend pas de la base B de FE
choisie pour calculer la matrice. On le note tr(f).

I1.2.3 Exemple

Soit f : { Rg[x; : 515{2'3][3)’(] . Calculer tr(f).

Exercice 19
Soit p un projecteur dans E de dimension finie. Montrer que tr(p) = rg(p).

Linéarité

Pour f,g € L(E) et o, € Kon a tr(af + 8g) = atr(f) + Btr(g).

IIT Déterminant

II1.1 Déterminant de taille n

I11.1.1 Définition-Proposition
11 existe une unique application det : M,,(K) — K telle que

1. det(l,) =1
2. det est linéaire par rapport a chaque colonne.

3. det est anti-symétrique ie change de signe si on échange deux colonne de sa variable.
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Conséquences de la définition

Notons C1,...,C, les colonnes de la matrice A € M,,(K).
— Sion a C; = 0 pour un certain ¢ alors det(A4) = 0 par linéarité par rapport a la iéme colonne.

— Siona C; = Cj pour i # j alors det(A) = — det(A) par échange de ces deux colonnes donc det(A) = 0.

I11.1.2 Exemple

Calculer _3 18

—42‘
Interprétation géométrique
En dimension 2 : aire (algébrique) d’un parallélogramme + dessin. En dimension 3 : volume d’un parallélépipede.

Notation

Comme en dimension 2 et 3, on note un déterminant sous forme d’un tableau de nombre entouré de barres verticales.

I11.1.3 Proposition
Soit A € M,,(K). On fait subir une opération élémentaire sur les colonnes de A et on note A’ la matrice obtenue.

1. Silopération est C; <+ C; avec i # j alors det(A’) = — det(A).
2. Si Popération est C; < AC; avec A # 0 alors det(A’) = Adet(A)
3. Sil'opération est C; < C; + AC; avec A € K et i # j alors det(A’) = det(A).

II1.1.4 Corollaire
Soit A € M, (K) et A € K alors det(AA) = A" det(A)

Calcul en pratique

Soit A € M,,(K). On réduit A par colonnes pour calculer son déterminant. Attention aux opérations d’échange ou
de multiplication par un scalaire.

I11.1.5 Exemple

0o 1 -1
Calculer |1 1 2
-1 1 -1

II1.1.6 Théoreme
Soit A € M,,(K). A est inversible ssi det(A4) # 0.

Preuve.
En reprenant les notations de[[II.1.3] on remarque que det(4) =0 <= det(A’) = 0 Réduisons la matrice par
colonne et notons R la matrice réduite. On a det(R) =0 <= det(A) = 0.

AeGl,(K) < R=1,. Ainsi si A € GL,(R) alors det(A) # 0 car det(I,) =1 # 0.

Supposons au contraire que A # GL,(K). Alors R posséde au moins une colonne nulle (autant que la

dimension du noyau de A d’ailleurs) et det(R) = 0 donc det(A) = 0. ]
II1.1.7 Exemple a 1 a
Trouver a quelle condition sur ¢ € C la matrice A= | 1 a 1| est inversible
-1 a?® a
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Remarque

Le déterminant est toujours une expression polynomiale des coordonnées (s’exprime comme produits et sommes
des coordonnées de la matrice)

I11.1.8 Exemple 2 1 =13
Calculer le déterminant de | ° + 2 1
alculer le determinan € 0 0 _1 9

00 0 3

I11.1.9 Proposition
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

Preuve.
Remarquer que le déterminant est nul ssi un des coefficient diagonaux est nul ssi la matrice triangulaire n’est
pas inversible.

Dans ce cas d’une matrice inversible, le calcul est direct, sur le méme modele que I’exemple. [

Méthode

Une premiere méthode de calcul du déterminant :
1. Echelonner la matrice par opérations élémentaires (attention & la valeur du déterminant qui change parfois)

2. Calculer le produit des coefficients diagonaux.

III.2 Propriétés calculatoires

II1.2.1 Théoreme
Soit A € M,,(K). Alors det(A) = det(*A4).

Preuve.
Admis! Elle est plutot difficile. m

Conséquences

On peut maintenant effectuer des opérations élémentaires sur les lignes au méme titre que sur les colonnes, avec
les mémes effets.

II1.2.2 Théoréme
Soit A € M, (K) avec n > 2, A = (a;,;)(i,j)e[1,n]2- Pour i,j € [1,n]* on note A4; ; la matrice de M,,_1(K) déduite
de A en supprimant la ieme ligne et la jéme colonne.

1. det(A) = ; (—1)"a,; ; det A; ; (développement par rapport a la jéme colonne)
2. det(A) = ‘21 (—1)"a; ; det A; ; (développement par rapport a la iéme ligne)
=

Preuve.
Admis. Une idée de preuve (un peu pénible, mais pas si difficile) : on reprend les notations de [[II.1.3| et on
prouve le premier point pour j fixé. On prouve alors que I'application de la formule & A’ est 'opposé de celle a
A pour un échange de colonne et donne le méme résultat pour une combinaison de colonnes. Ainsi la formule
est vraie pour A’ ssi elle 'est pour A. Il suffit ensuite de réduire A et de remarquer que la formule est triviale
pour 'identité. ]
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28163 Chapitre 4. Matrices carrées

Tableau des signes

On résume souvent les signes qui apparaissent dans cette formule par

+ - +
__|__

I11.2.3 Exemple _11 ;1 _44 ?
Calculer le déterminant d = 9 1 3 0 On effectue C5 <~ C3 — 4C et on développe par rapport a la 3ieme
1 0 5 -1
1 -1 2 3 -5 0
colonmme:d=—-|-1 2 1jl=—-|-1 2 1|=(3x1-2x(-5h))=13.
2 1 0 2 1 0

Méthode

Une deuxiéme méthode de calcul du déterminant : Appliquer bétement une des formules précédente.

Une bonne idée sera de faire apparaitre des 0 sur une ligne ou colonne pour réduire le nombre de termes dans le
développement.

-3 2 0 0

1 -3 2 0 0
I11.2.4 Exemple 0
Calculer le déterminant d,, =

0 1 -3 2

0 1 -3 [l

II1.2.5 Corollaire -
Soit A € M,,(C). Alors det(A) = det(A).

Preuve.
Immédiat par récurrence et utilisant les propriétés calculatoires de la conjugaison (somme, produit). ]

II1.2.6 Théoreme
Soient A, B € M,,(K). det(AB) = det(A) det(B).

Preuve.
Si A n’est pas inversible, AB non plus et donc le résultat est vrai.

M, (K) — K

det(ACH,...,AC,) -
(Ch,...,Cp) > dMACHACH)

Alors f(I,) =1, si on échange deux colonne de M, f change de signe. De plus, f est linéaire par rapport a
chaque colonne par composition et produit par une constante (X — AX € L(K") et le déterminant est linéaire
par rapport a cette colonne).

Ainsi f = det. TADAM! m

Sinon, considérons f

M-Attention
On a surtout pas det(A + B) = det(A) + det(B).

II1.2.7 Corollaire
Si A est inversible alors det(A~!) = #(A)'

Preuve.
On a directement det(A) det(A~!) = 1... m
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II1.3 Déterminant et espace vectoriel

II1.3.1 Définition
Soit E un K-ev de dimension n et F = (uq, ..., u,) une famille de n vecteurs. Soit B une base. On appelle déterminant
de F dans la base B le nombre detp(uq,. .., u,) = det(Matg(u1, ..., u,)).

Lien avec la géométrie

Ce que 'on appelait déterminant d’une famille dans R? ou R3 est en fait le déterminant dans la base canonique.
Rappel : dans R?, det(#, ¥) = 0 ssi @, ¥ sont colinéaires.

I11.3.2 Proposition
Soit B une base de E et B’ une famille de n vecteurs.

B’ est une base de E ssi detg(B’) # 0

I11.3.3 Exercice
Que vaut detg B dans ce cas ?

I11.3.4 Exemple
Montrer que ((})X*(1 — X)*);c[o,n] est une base de K, [X].

II1.3.5 Théoréme

Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant.

Preuve.
Posons a A = P~1BP pour A, B € M, (K) et P € GL,(K).
On a alors det(A) = det(P~!) det(B) det P = ﬁ(}?) det(P) det(B) = det(B). L]
Invariants

Nous voila avec 3 invariant de changement de base pour les endomorphismes : le rang, la trace et le déterminant.

II1.3.6 Définition
Soit f € L(E) avec E un K-ev de dimension n. Toutes les matrices de f (ie dans n’importe quelle base) ont le méme
déterminant, on le note det(f) et on l'appelle déterminant de f.

My(R) — My(R)
M — M

. Calculer son déterminant.

I11.3.7 Exemple
On considere 'application T : {

I11.3.8 Exemple
On considére des espaces supplémentaires E = F® G avec F, G # {0g} (ce qui impose dim(FE) > 1). Soit s la symétrie
par rapport & F dans la direction G. Calculer det(s). De méme avec p le projecteur sur F' parallelement a G.

I11.3.9 Proposition
Soient f,g € L(F) avec E de dimension n.
1. det(Idg) = 1
2. Pour A € K, det(A\f) = A" det(f).
3. det(f o g) = det(f)det(g)
4. f est bijective (on dit aussi inversible) ssi det(f) # 0 et alors det(f~!) = #(f)'
Puissances

ON a directement det(f™) = det(f)™ qui est valable par récurrence pour tout n € N et méme n € Z si f est
bijective.
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Chapitre 5

Séries entieres

I Rayon de convergence

I.1 Série entiére

1I.1.1 Définition

— Une série enti¢re de variable z € K est une série de la forme Y a,2" ou a, € C.
neN

— Les termes de la suite (a,)nen sont appelés les coefficients de la série entiére.
— Pour chaque z € K on étudie la convergence de la série numérique > a,z". L’ensemble des z € K pour lesquels

neN
la série entiere converge est appelé domaine de convergence.

+oo
— La somme de cette série entiére est la fonction f: 2z — > a,2" définie sur le domaine de convergence.
n=0

Remarque

Comme pour les séries numériques, on peut considérer des séries entieres dont le premier terme n’est pas d’indice
0. Pour revenir dans le cadre du cours, on considére que les premiers termes de (a,) sont nuls. La convergence des
séries numériques ne dépend pas de la valeurs des premiers termes (mais la somme ouil).

Explication On reconnait une série entiere au fait qu’on voit apparaitre la variable z a la puissance n exactement
(indice de somme) et que le facteur de z™ est une quantité qui ne dépend que de n et pas de z : son coefficient. Penser
aux polynomes.

Rappel

Nous allons beaucoup parler de divergence grossiére en ce début de chapitre. Rappelons que si (b,) € CN est une
suite de complexes (ou de réels d’ailleurs, c’est un cas particulier), by, +—> 0 < |by] +—> 0.
o0 o0

1.1.2 Exemple

Soit z € C. On a vu que la série numérique > z™ converge ssi |z| < 1. On peut donc considérer la série entiere > 2"
neN neN

qui est bien définie sur D = {z € C| |z| < 1}. C’est le disque unité ouvert.

“+o00o 1
o n __
On a alors Eoz =1
n—=

1.1.3 Définition
On considére deux séries entieres > a,z"™ et > b,2".

neN neN
1. La série somme Y a,z"™ + > by2" est la série entiere > (a, + by)2™.
neN neN neN

2. Le produit de ) a,2™ par le scalaire A € C est la série entiere Y. Aa,z".
neN neN

3. La série produit est la série entiere Y ¢,z" ol
neN

n
VYn €Ng¢, = Zakbn—k
k=0

31



32/163 Chapitre 5. Séries entieres

Remarque

Si les séries numériques > a,z™ et > b,2z™ convergent pour une valeur de z € C, alors la série somme et la série
neN neN
produit par un scalaire convergent aussi pour ce z.

Pour assurer la convergence de la série produit, il faut supposer la convergence absolue des séries numériques.

1.1.4 Exemple
Trouver D; le domaine de convergence de Y 2"z™ et Dy celui de Y nz™. Ou est définie la série somme ?

neN neN
Soit z € C
1. > (2z)™ converge ssi [2z] <1 donc Dy = {z € C| |z] < 1}.
neN

2. Pour Ds, remarquons d’abord que si |z| > 1 alors nz" - 0 et donc la série ) nz" diverge grossicrement.
Supposons donc |z| < 1. Alors n? x nz" = n3z" 2 0 (elle tend vers 0 en module) et donc [nz"| = 0400(5z)-
o0
Comme ) # converge, par comparaison de séries & termes positifs, Y nz™ converge absolument donc converge.
Ainsi Dy = {z € C| |2| < 1}.

Comme la somme d’une série (numérique) convergente et d’une série divergente est une série divergente, la série
entiere somme converge sur Dj.

I.2 Convergence d’une série entiere

1.2.1 Définition
Soit R € R*. On appelle disque ouvert de centre O et de rayon R l'ensemble D = {z € C| |z| < R}.

Remarque

Dy = 0.

1.2.2 Théoréme (Lemme d’Abel)
Soit (a) € CN. Supposons qu'il existe r > 0 tel que (|a,|r™) est une suite bornée. Alors pour tout z € D, (ie |z

<r)
21\"
lanz"| = O10o (( ) ) et donc E anz" converge.
r

neN

Preuve.
Soit z € C tel que |z| < 7. Alors |a,2"| = |a,r™| (‘—i‘)n = O100(1) (%)n =0+ (<%)">

n
Comme 0 < % <1, lasérie Y <%> converge et donc Y a,z" converge absolument par comparaison de
neN neN
séries a termes positifs. =

1.2.3 Exemple
On considére la série entiére Y sin(n)z". r =1 convient donc Dy est inclus dans le domaine de convergence.

1.2.4 Définition-Proposition
Soit > a,z™ une série entiére.
neN
1. L’ensemble I = {r € RT| (Ja,|r™)nen est bornée} est un intervalle de R de la forme [0, ...

2. R =sup(l) € Rt U{+o0} est appelé rayon de convergence de la série enticre > a, 2"
neN

Preuve.
1l faut montrer que I est un intervalle de la forme [0,a) (borne ouverte ou fermée, a € R¥). 1l suffit de montrer
que si r € I alors [0,7] C I ie que tous les nombres inférieurs & r sont encore dans I.

n
Soit 7 € I et p € [0,r]. Alors, pour n € N, 0 < |an|p™ = |an|r" % < |an|r™ et donc (|an|p™) est bornée,

~—
<1

c’est a dire que p € I. [
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Rayon de référence

Le rayon de convergence de la série géométrique . z™ vaut 1.
neN
La série entiere nulle possede un rayon de convergence infini.

1.2.5 Exemple
1

n
Calculons le rayon de convergence de ZN P EA
ne

n

— Si |z| > 1 alors (nz+1) n’est pas bornée (son module tend vers +00).
neN

. n ;
— Si|z| < 1, (nZ—H) converge vers 0 donc est bornée.
neN

Finalement, I = [0,1] et donc R = 1.

Rayon nul

On peut trés bien avoir I = [0,0] = {0} (et donc R = 0) c’est a dire que pour tout r > 0, (a,7™) n’est pas bornée.
Par exemple a,, = n! convient.

1.2.6 Théoréme

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
neN

1. Si |z| < R alors la série numérique Y a,z" converge.
neN

2. Si |z| > R alors la série numérique Y a,z" diverge grossierement.
neN

3. Si |z| = R on ne peut pas conclure sur la nature de > a,z".
neN

Preuve.
1. T s’agit juste un redite du lemme d’Abel (si |z| < R alors |z| < r pour un r € I).

2. 1l suffit de remarquer qu’une suite non bornée ne peut tendre vers 0 (car toute suite convergente est
bornée).

3. Reprenons la série > %_Hz” Pour z = 1, il s’agit de la série harmonique, notoirement divergente. Pour
neN
z = —1, on trouve une série convergente. ]

Domaines de convergence

“+o0
1. Une série entiere réelle (on calcule Y a,z™ pour x réel) est convergente au moins sur 'intervalle | — R, R[ ot
n=0
R est le rayon de convergence. La convergence en +R est éventuellement a étudier au cas par cas.

2. Pour une série complexe, la série converge sur Dg. Sur 'ensemble Cr = {z € C| |z| = R}, on ne peut rien dire
a priori.
Contraposées
Si on trouve un z € C tel que la série numérique > a,z™ converge alors R > |z|.
neN

Si on trouve un z € C tel que la série numérique ) a,z" diverge alors R < |z|.
neN

I.3 Calcul du rayon de convergence
Rayon 1

Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
neN

1. Si (ay,) n’est pas bornée (par exemple ay, +—> +00) alors R < 1.
o0

2. Si (ay) est bornée (par exemple (a,) converge), alors R > 1.
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1.3.1 Proposition

Soient > a,z" une série de convergence de rayon de convergence R, et > b,z" une série entiere de rayon de
neN neN
convergence Ry,

1. Si an = O4c0(|bn]) alors R, > Ry (un cas particulier : a, = 0400(|bn]) )-
2. Si |ay] fox |b| alors R, = Ry.

Preuve.
1. Soit r < Rp. On doit montrer que (Ja,|r™) est bornée (et donc que r < R,). Or par hypothese, on peut
poser M € RT tel que |a,| < M|b,| pour tout n € R.
Ainsi |a,|r™ < M|by|r™ et (Jb,|r™) est bornée donc (|a,|r™) est bornée aussi. Ainsi r < R, et tout nombre
plus petit que Ry est plus petit que R,. On ne peut pas avoir R, < Rp, c’est a dire qu’on a prouvé
R, > Ryp.

2. C’est une conséquence directe car dans ce cas a, = O (|bn]) €t by = O (|an]). L]

1.3.2 Exemple

Le rayon de convergence de Y sin(1)z" est 1 car sin(2) ~ 1.
—+oo

Conséquence

Comme pour les séries numériques, on peut commencer par calculer un équivalent simple de a,, et raisonner sur
cet équivalent.

1.3.3 Exemple

Trouver le rayon de convergence de > 2n(e — (1 + %)n)z .
n . . n
Ona (1+1)" =exp(nIn(1+2)) =exp (1 - 35 + 0400(2)) = €' (1 — 3= +0400(2)). Ainsi 2n(e— (1+1)") o 1
et le rayon cherché vaut 1.

1.3.4 Théoréme

Soient Y a,z™ une série de convergence de rayon de convergence R, et > b,z" une série entiere de rayon de
neN neN
convergence Ry.

1. Pour A\ € C*, la série entieére > Aa,z" est de rayon de convergence R,. Le cas A = 0 donne un rayon infini.
neN

2. Le rayon de convergence R de la série somme vérifie R = min(R,, Rp) si R, # Ry et R > R, dans le cas
R, = Ry.

3. Le rayon de convergence R de la série produit vérifie R > min(R,, Rp).

Preuve.

Il s’agit d’une traduction directe des propriétés de convergences vu dans le chapitre sur les séries. Le méthode
est la suivante : on prend r < R (le rayon de convergence que l'on veut calculer) et on prouve la convergence
par application du chapitre sur les séries numériques. La remarque conclut. [

Inégalités strictes

On peut tout a fait avoir des inégalités strictes dans le théoreme précédent. Il suffit de considérer des séries opposées
pour la somme et le produit par la série nulle.

1.3.5 Proposition
Soit (a,) € CN. Les séries entieres Y a,2™ et > na,2" ont le méme rayon de convergence.
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Preuve.
Notons R; et Ro ces deux rayons (respectifs). Comme a,, = 040 (n]an|), R1 = Ra. On traite maintenant le cas
Ry > 0.

Soit 7 < Ry. Montrons que (n|a,|[r™) est bornée. Soit ' €]r, Ry [. Alors, pour n € N, n|a, |[r™ = |a,|(r)" xn (5)".

——
n bornée
Or, par croissances comparées, n (5) ? 0 et est donc bornée. Par produit, (n|a,|r™) est bornée. Ainsi
o0
< Rs et finalement Ry > R;. n

1.3.6 Exemple
Les séries suivantes sont de rayon de convergence 1 : Y n?2", 3" 52" 3 P(n)z" ou P € C[X]\{0}.

1.4 d’Alembert

Commencons par un rappel :

1.4.1 Théoréme (Régle de d’Alembert)
Soit (u,) € RY telle que ¥n € N u,, > 0. Supposons que i L

1. Si £ <1 alors > u,, converge (on a méme Vq €4, 1] up, = 0400(q")).
2. Si£> 1 alors > u, diverge grossierement (uy, s +00).

3. Sil=1la série Y u, peut étre divergente ou convergente.

Application au calcul de rayon de convergences

1. Calculer le rayon de convergence de Y % Pour z # 0 on pose u,, = i—l,n > 0. Alors % o d 0 et donc ) =

converge (absolument).
Ainsi R > |z| pour tout z € C* et R = +o0.

2. On pose a, = (2:) pour tout n € N. Calculer le rayon de convergence R de > a,z™. Pour z # 0 on pose
neN

2 n 2n+4-2)! (n!) (2n+2)(2n+1)
un = (1)]2"] > 0. Alors ‘2t = (ERZWE;LR)J | = %m = 42].
Ainsi si [z] > 1, > an2" diverge donc R < §. De plus, si |z] < 1, Z anz™ converge donc R > 1. Finalement
neN neN
R =

N

II Propriétés de la somme, cas réel

Dans cette partie, on note Y a,z™ les séries entiéres et on considére que x est réel (peu importe pour les a,,). Ainsi,

]-R, R — R
si > apx™ est de rayon R > 0 on considere la fonction (qui est la somme de la série) f : tee
neN T Y anT
n=0

II.1 Intégration

I1.1.1 Théoréme

400
Soit f:x— Y apz™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors f est continue sur

|~ R,R|. "

Preuve.
Cette preuve est hors programme...
Soit a €] — R, R]. Montrons que f(xz) — f(a). Il s’agit d’un résultat d’inversion de limites.
Tr—ra
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N N
Soit N € N. On note Sy : x — > anz™. Alors, pour z €] — R, R[, Sn(z) — Sny(a) = > ap(z™ —a™) =

n=0 n=1
N
(x—a)d ay E rFan =17k Ainsi
n=1 k=0

[Sn (@) = Sn(a)] < w—@lZlanIZ\xl ja”|

On se restreint maintenant & des valeurs de  dans [a — a,a 4+ @] pour un « bien choisi (de telle maniére que
cette intervalle soit inclus dans | — R, R]).
Soit b €] — R, RJ tel que |b| > max(|a — a|, |a + a]).

a-oa+ « a-oaa—+ «

-R a b R -R'b a R

Alors [Sn(z) — Sn(a)| < |z — d Z na,|b|". D’apres [[.3.5] la somme partielle du majorant converge vers

K € R* qui ne dépend pas de (seulement de «, qui lui ne dépend que de a). Par passage a la limite en faisant
N — +oo, |f(z) — f(a)] < |x — a|K et donc par encadrement (cette fois  — a), f(z) — f(a). L]
Tr—a

Exercice 20

Soit f une fonction définie par une série entiere . a,z™ de rayon de convergence R = 400 avec ag < 0 et Vn €
neN
N\{0}a,, > 0. Montrer que f s’annule au moins une fois.

I1.1.2 Exemple

R — R
x . +oo
Posons f : N € ;1 siz#0 . Alors f € C(R*,R). De plus, pour z # 0, f(x) = 2 Lan=1 et aussi
1siz=0 -
pour z = 0. Donc f est bien la somme de cette série entiere sur R en entier et donc f est continue sur R en entier.

I1.1.3 Théoréme (Intégration terme a terme)

—+o0
Soit f: 2z — > ana™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0.

n=0
T +oo a -‘rOOa L
v - R,R t)dt = D gntl = et N
vel- R, [/Of() 3 et =

Remarquons que les séries entieres qui interviennent ici sont de rayon de convergence R exactement d’apres

Preuve.
Encore une fois hors programme.
Soit Jc €] - R,R| et t entre 0 et . Soit également N € N

Iy Z ant™dt = Z ™. 1l s’agit encore une fois de pouvoir faire tendre N vers +oc.

n—O
+oo
Or | [y f(t)dt — [ Z ant”dt‘ IS ( Z ant”) dt‘ =1/ ( %Hant") dt‘.

On voit apparaitre des restes de séries numerlques absolument convergentes, appliquons 'inégalité triangu-
laire (sur l'intégrale et la série, on conserve la valeur absolue extérieure au cas ou = < 0).

z z N z 400
/ f(t)dt—/ D ant™dt| < ( > |an||t"> dt
0 0 =0 0

n=N+1
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Or, pour ¢ entre 0 et z, |a,|[t|™ < |an||2|™. De plus, Y a,2™ converge absolument donc on peut trouver Ny tel
+oo
que VN > Ny Y Jan||z|™ < € pour un £ > 0 fixé.
n=N+1

N
Alors, pour ces N, | [ f(t)dt — [ > ant™dt| < | [ edt| = e|z| qui peut étre rendu arbitrairement proche
n=0

de 0. N
Ainsi, NEIEOO ngo g™ = [ f(t)dt. n

II.1.4 Exemple oo
Pour z €] — 1,1, —In(1 —2) = >_ %
n=1

I1.1.5 Exemple
Exprimer arctan(z) comme somme d’une série pour z €] — 1, 1].

I1.1.6 Corollaire b
Sous les mémes hypothéses que le théoréme, on peut calculer, pour a,b €] — R, R| l'intégrale [ f(¢)d¢ en intégrant la
a

somme terme a terme.
L’hypothése importante est que a,b doivent étre & I'intérieur de | — R, R[ et pas une borne de cet intervalle.

I1.2 Dérivation

I1.2.1 Théoréme

Soit f la somme de la série entiere . a,z™ de rayon de convergence R > 0.
neN
f est dérivable sur | — R, R[ et pour x €] — R, R[ on a

—+oo —+o0
fl(x) = Z napz™ = Z (n+1)a, 12"
n=1 n=0

. Remarquons que la série entiere qui définit f’ est également de rayon de convergence R.

Preuve.
Hors programme.

+o0
Posons, au hasard, g : x — Y (n+ 1)a,+12™ qui est bien définie sur | — R, R[, continue et que l'on peut
n=0
intégrer terme & terme d’apres le théoreme [[I.1.3] Alors pour = €] — R, R], fow g(t)dt = f(x) — ag et donc f est
une primitive de g.
Ainsi f est dérivable et f' = g. n

11.2.2 Exemple,,
Calculons S = 3 #tr.
n=1
1

Premiérement la série entiere ) -, ™ est de rayon de convergence 1. Notons f : 2+ = sa somme. Sa dérivée
= —Z

+oo
est f/ iz > na" L Ainsi S = f/(3) = (1_1;)2 =4.
n=1 2

I1.2.3 Théoréme

Soit f la somme de la série entiére > a,z™ de rayon de convergence R > 0. Alors f est de classe C* sur | — R, R]
neN
et les dérivées de f sont obtenues par dérivation terme a terme de la série entiere, ou encore

(k) o n! n—k = (n + k)' n
n=k ’ k=0 ’
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Preuve.
Simple récurrence. Hors programme aussi. [

I1.2.4 Exemple

R — R
P : arctan(z) si 0
osons f o N ix#
lsiz=0
Alors f est de classe C*° sur R* par quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.

+oo

De plus, pour z €] — 1,1[\{0} on a f(z) = > %:ﬁ”“. Cette relation est encore vraie en 0. Ainsi f €
C>(] — 1,1[,R) et finalement f est C*° sur R.

n=0
I1.2.5 Corollaire

Soit > a,a™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et f sa somme. Alors a, =
neN

(n)
fT(O) pour tout n € N.

Taylor
Nous ne sommes pas si étonnés de ce résultat. On retrouve les coefficients du développement de Taylor de f (qui
est C*°) en 0.

I1.2.6 Corollaire
Les coefficients d’une série entiére de rayon non nul sont uniques.

Plus précisément, si Y. a,a™ et > b,a™ sont de rayons non nuls et vérifient pour un o > 0 que
neN neN

+oo +oo
Vr €] — o, qf Zanx” = Z bpz"
n=0 n=0

alors Vn € N a,, = b,,.

I1.2.7 Exemple
Cherchons une fonction f somme d’une série entiere qui vérifie f/ = f. Notons > a,a™ la série cherchée de rayon

neN
R > 0 (inconnu pour l'instant).
+oo +oo
Alors 3 apz™ = > (n+ 1)ap+12™ pour tout & €] — R, R[. Alors on a pour tout n € N ap41 = n%_lan. Par
n= n=0

récurrence immédiate Vn > 1 a,, = %ao et f = agexp qui est bien de rayon R = +00 > 0.

III Développement en série entiere

II1.1 Taylor

Théoréme fondamental du calcul différentiel

xr
Si f est continue sur l'intervalle I non vide et non réduit & un point et a € I alors F': x > f f(t)dt est la primitive
a
de f sur I qui s’annule en a.
xr
En particulier, si f est de classe C! sur I et x € I, on a f(z) = f(a) + [ f/(t)dt.

a

II1.1.1 Théoréme (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f € C"L(I,R), (ot I est un intervalle non vide et non réduit & un point) a,z € I. Alors

n (k) a T (e )"
f(LL') _ Z f k'( ) (!L‘ _ a)k + / ( n't> f(n+1)(t)dt.
=0 ’ a ’

Preuve.
La preuve se fait par récurrence, le théoréeme fondamental du calcul différentiel étant le cas n = 0.

Pour I'hérédité, on effectue une intégration par parties : f("+1)(¢) - FOH2(t) et (I;f)n “— —(m(;fr);;l (la

variable étant ¢, = est fixé). L]
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Inégalité des accroissements finis

Soient a,b € R, a < x et f € C([a,x],R). On suppose en plus que f est dérivable sur |a, z|.
1. Si on peut trouver m, M € R tels que Vt €la,z[ m < f/'(t) < M alors m(z —a) < f(z) — f(a) < M(z — a).

2. Si on peut trouver K € R* tel que Vt €]a,z] |f'(¢)] < K alors |f(x) — f(a)| < K|z — a| qui reste vrai méme
quand = < a (& condition de réécrire l'intervalle sous la forme |z, a[).

II1.1.2 Théoréme (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f € C"L(I,R) (ou I est un intervalle non vide et non réduit & un point) et a,z € I.
On pose M la valeur maximale de |f(+1)(¢)| pour ¢ entre a et

|x_a|n+1
(n+1)!

") (g
s - I e ap <
k=0

Preuve.
M existe car |f("+1)]| est continue sur un intervalle fermé et borné.

Il s’agit ensuite seulement de majorer le reste intégral en utilisant 'inégalité triangulaire sur les intégrale
puis la majoration |f("+1)| < M. "

II1.2 Fonctions développables

IT1.2.1 Définition
Soit f une fonction de classe C*° sur [ tel que 0 € I et 0 n’est pas une borne de I. Le développement de Taylor

(n)
de f est la série entiere 3 L0 gn,

n!
neN

II1.2.2 Exemple Loo
On a déja vu que exp est la somme de son développement de Taylor sur R : Vo € R exp(z) = >
n=0

z"

nl -

II1.2.3 Définition
Soit f : I — K ou I est intervalle qui contient 0 (et 0 n’est pas une borne de I). On dit que f est développable en

série entiére (au voisinage de 0) ssi il existe » > 0 et une série entiere > a,x™ tels que :
neN

—|-rricI

— > anx™ est derayon R > r
neN

— Ve e]l—nrr flx)= +Zozoanscn.
n=0

Autrement dit, f est la somme d’une série entiére sur un intervalle | — r,7[# () contenu dans I.

La série entiére Y a,z" est appelée développement en série entiére de f.
neN

Résumé

Soit f une fonction développable en série entiére sur | — 7, r[ avec 7 > 0.

1. fest C®sur]—rrl

2. Le développement en série entiére est unique sur | — r, 7| et il s’agit du développement de Taylor de f.
3. Toute primitive de f est développable en série entieére sur | — r, r|.
4

. Les dérivée successives de f sont développable en série entiére sur | — r, r|.

Remarque

Il y a des fonctions C*> sans étre développable en série entiere. Par exemple f : x — exp(fm%) prolongée en 0 par
f(0) = 0 est de classe C* sur R (par récurrence, et application précise du théoréme de prolongement C'). Par contre
sa série de Taylor est nulle et donc f ne coincide avec cette série sur aucun intervalle infini centré en 0.
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Parité

Si f est DSE et paire, alors les ag,41 sont nuls. Si f est impaire, les ag, sont nuls.

II1.3 Développements en pratique

Dans les preuves des résultats qui suivent se trouvent les méthodes principales pour prouver qu’une fonctions est
développable et calculer son développement.
I11.3.1 Exemple
Donner le DSE (si possible) de f : = — % qui est définie sur | — oo, —1[. Soit « €] — 1,1 (dans lintervalle de
convergence des deux séries entiéres que I'on voit apparaitre ici).

400 _1 “+ o0 400 n 1
z;nx"z;)x":—z:(z:k)x"

n=1 \k=1

A priori ce produit de Cauchy a un rayon de convergence R > 1 (cf théoréme [[.3.4) Or > % = (Hp)n>1 diverge donc

E>1
la suite (H,1™) n’est pas bornée. Ainsi R < 1. Finalement R =1 et f est développable sur | — 1,1].
Remarque : on ne pouvait pas espérer beaucoup plus pour un DSE, vu que f est définie sur | — oo, 1[. Ceci

n’empéchait pas a priori la série entiere d’avoir un rayon plus grand que 1...

I11.3.2 Proposition
sin et cos sont développable en série entiére sur R et pour tout x € R

“+o0 1) . “+o0o 1) .
cos(z) = Z ( ) 22" et sin(z) = Z (Z(n—i—)l)!xz +

n=0

Preuve.
Prouvons le pour cos.

Premiérement, le rayon de convergence de la série considéré est +-00. Soit 2 € Ret N € N. Alors | cos(N 1) | <
1 sur tout intervalle et d’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre 0 et x :

_1)71 2n < |‘132]\H'_1 x 1
S (2N +1)!

Q
@)
2
=
|
M-
—~| 7
[\~
3
=
&

n=0

2N+1|

Par croissances comparées % N — 0 et cos coincide bien avec son développement de Taylor sur R. =
: —+0o0

II1.3.3 Proposition
sh et ch sont développable en série entiere sur R et pour tout z € R

—+oo —+oo 1

ch(z) = Z x* et sh(zx) = Z

= (2n)! —= (2n+1)!

2n+1

Preuve.
Similaire. A faire en exo. n

I11.3.4 Proposition
Soit @ € R. fo : & +— (1 4+ )™ est développable en série entiére sur | — 1, 1] et

“+oo

(1+x)a:Za(a—l)...(a—n+1)$n

n!

n=0

Si a € N| le rayon de convergence est 400 et le développement est en fait une somme finie.
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. Clairement f, est solution sur | — 1, 4o0].

Preuve. y(0) = 1
Considérons le probleme de Cauchy ,
(1+2)y'(z) — ay(z) =

On considére que o ¢ N.

- Anal se Cherchons maintenant une solution somine d’une série entie\ re de rayon R > 0 = anx”.
9
neN

Alors

+oo —+oo
(1+2)d(x)—ag(z) =0 < (1+=x) Z na,z" ' —a Z apx” =
n=1

n=0

—+oo +oo +oo
= E na,z" ! + E na,xr" — « E apx” =0
n=1 n=1 n=0

“+o0 +oo
= Z (n+ Dapyr12™ + Z (n—a)ay,z™ =0
n=0 n=1
“+o0
= Z (n+ Dapy1 + (n—a)ay)z™ =0
n=0

Par unicité des coefficients d’une série entiere (valable si R > 0), on obtient la relation : ¥n € N a,41 =

n—1
< . S _, (k)
w1 @n- De plus, on doit avoir g(0) =1 c’est a dire ap = 1. Par récurrence immédiate, a, = **+=2 .
n—1 (O(fk)
— Synthese Considérons la série entiere ) a,z" ol a, = *+:=02—— # (. Calculons le rayon de convergence

neN

R de cette série. Pour x # 0 on a
n+1
|aﬂ+1x | _ |Oé - n‘| | 1 % ‘I|
|anz™] n+1 oo

Ainsi si |z| > 1 la série entiere diverge et donc R < 1. De plus, si |z| < 1 la série converge et donc R > 1
Finalement, R = 1 > 0 et le calcul fait dans l’analyse montre que la fonction somme est solution du
probléeme de Cauchy considéré sur | — 1, 1].
Par unicité de la solution & un probléme de Cauchy (sur un intervalle), f, est développable en série entiére
sur | —1,1]. [
I11.3.5 Exemple
Soit p € N\{0}. Donnons le DSE de x (=50 ) qui est de rayon 1 d’apres le théoreme précédent.

n—1
Nous devons calculer, pour n € N\{0}, H (—p—n)=(-D"I] (p+n) = (—1)”(?;?1_)! . Ainsi, pour z €] — 1,1]
k=0 k=0

1 = (’I”L+p*1)']. nn7+oo 7’L+p*1 n
o - L e = R ()

n=0 (p n=0

I11.3.6 Exemple
Montrons que arcsin est DSE et donnons son développement.

a:H\/iestDSEsurlensemble {reR|2?€]-1,1[} =] —1,1]. et on a pour z €] — 1,1] :
+oo n—1 1
- 77171 2n
et SR

rappel : un produit vide vaut 1 par convention .
p

— n n—1 n
Or pour n € N\{0}, H (-2 —k) = H =2kl = (721) 1 2k+1) = (;L) (22”72: par l'opération classique consis-
k=0
tant & multiplier et d1v1ber par le produit deb nombres pairs entre 2 et 2n.
—+oo
1 (2n)!

1o (2n)
Finalement, = %" = Y *n’lg?" Par intégration terme & terme :
2 4n 12 4n . .
Vi-zx —0 (n!) n—=0

n=

+oo (277,)
. _ n 2n+1
arcsin(z) = \Of/ + ; Gnt x

arcsin(0)

et le rayon de convergence est 1.
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Formulaire

A savoir
1 e n
ﬂ:nzox "L'G]_:L].[
+o0 n—1
In(l4z) =Y EL gn zel—1,1]
n=1

+oo
(1+42) =Y elezbelazntl) yn 5 1]

n=0 too
ef =3 5 reR
n=0
+oo (—1)"z?"
cos(z) = Y, @y reR
n=0
. +oo _ nz2n+1
sin(z) = 3 % zeR
n=0
to o,
ch(z) = > Gy zeR
n=0
To0 anta
A savoir refaire
X ot
In(l+x)= > ~——a" x €] —1,1]
+07<l>:1 2n
arcsin(z) = 3 sznﬂ z€]—1,1]
n=0
(0" ong1
arctan(z) = 3 et x €]-1, 1]
n=0
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Chapitre 6

Compléments sur les espaces vectoriels

Dans ce chapitre K désigne R ou C.

I Bases en dimension quelconques

I.1 Familles libres
Rappel

Si E est un K-ev, une famille (uq,...,uy) est dite libre ssi

VAL €KY Mup =0 <= Vi € [1,n] A = 0k.
k=1

La seule manieére d’obtenir le vecteur nul par combinaison linéaire des uy est la combinaison triviale.

1.1.1 Proposition
Soit E un espace vectoriel de dimension n.

— une famille qui contient le vecteur nul est liée.

— une famille libre possede au plus n vecteurs.

— une famille libre possédant n vecteurs est une base de E.

— on ne modifie pas le caractere libre en effectuant une opération élémentaire sur les vecteurs d’une famille.

— une famille est libre ssi chacun de ses vecteurs n’est pas une combinaison linéaire des autres.

Familles infinies

On se place dans E = RR. Les familles suivantes sont des familles infinies.
1. (z — sin(nz))pez.
2. (z+— ") 4ec.
Il s’agit de se donner un ensemble d’élément repérés par un indice. Pour le deuxiéme exemple, on a associé une fonction

a chaque nombre complexe.

1.1.2 Définition
Soit F un espace vectoriel de dimension quelconque et X un ensemble (quelconque lui aussi). Soit (u;);cx une famille
de vecteurs de E. Cette famille est dite libre ssi pour tout I C X ensemble fini, la famille (u;);cs est libre.

D’une maniére équivalente, aucun des u; n’est une combinaison linéaire (finie, évidemment...) des autres u,.

1.1.3 Exemple
Dans K[X], la famille (1, X, X2,...) = (X%);en est libre. Preuve : unicité des coefficients d’un polynome.

1.1.4 Exemple
Dans R, la famille (cos(n.))nen. est libre. Montrons par récurrence que (cos(n.));efo k] €st libre, sachant que le cas
k = 0 est trivial.
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k+1
Supposons que (cos(n.))nefo,x] est libre et soient Ao, A1, ..., A1 € R. Supposons que Vo € R ) Ay, cos(nz) =0

n=0
(1).
k+1

Soit € R. On dérive deux fois la relation précédente : > —n?\, cos(nz) =0 (2)
n=0

k
Si on calcule (k + 1)%(1) + (2) on obtient > A, ((k + 1)2 — n?)cos(nz) = 0 (les derniers termes s’annulent). Par
n=0

hypothese de récurrence, A, ((k + 1)% —n?) = 0 pour tout n € [0, k] ie A\, = 0.
Finalement, en reprenant (1), A,4+1 = 0 car cos((n + 1).) n’est pas la fonction nulle.

1.1.5 Exemple
Soit (Pg)gen une famille de polyndmes a coefficients dans K telle que Vk € N deg(Py) = k. Alors cette famille est
libre.
n
En effet, si > \;P; = 0 pour un entier n et des scalaires A1,..., A, alors le coefficient dominant de la somme est
i=0
An X le coefficient dominant de P,,. Donc A,, = 0.
Ceci constitue 'hérédité d’une récurrence qui est trivialement initialisée (un polynéme de degré nul est un polyndéme
constant non nul donc constitue une famille libre a 1 élément).

1.1.6 Proposition
Toute famille de polyndémes tous non nuls et de degrés deux a deux distincts est libre.

I.2 Familles génératrices

1.2.1 Proposition
Soit E un espace de dimension n et F = (eq,...,ep) € EP une famille.

— si F est génératrice de E alors p > n.

— on peut avoir p > n sans que F soit génératrice de

— si p =n et que F est génératrice, alors F est une base de F.

— si e, € Vect(eq, ..., e,—1) alors Vect(eq,...,e,—1) = Vect(eq,...,ep)

— on ne modifie pas I'espace engendré en faisant subir une opération élémentaire a la famille F.

1.2.2 Exemple
Montrer que F = {(x,y,2,t) € R} 20 +y — 2+t =0et x — 3y +t = 0} est un espace vectoriel et en donner une
famille génératrice.

1.2.3 Définition-Proposition
Soit F un K-espace vectoriel et A C E. L’ensemble des sous-espaces de E qui contiennent A posséde un minimum
pour l'inclusion. Cet espace est noté Vect(A) et est appelé espace vectoriel engendré par A.

On peut le décrire comme ’ensemble des combinaisons linéaires (finies) d’éléments de A.

Preuve.
Notons Q ={F C E| AC F et F est un sev de E}. Alors Q # () car E € Q.

Posons G = |J F lintersection de tous les éléments de €. Clairement (par construction), A C G.

FeQ

Alors 0 € G car Og est un élément de tout sous espace de E. Si \,u € Ket x,y € G alors x et y sont
élément de tout F' € Q et donc Az + py est élément de tout F € Q. Ainsi Ax + uy € G et G est bien un
sous-espace de FE.

SI maintenant on considere F' un sous espace de E qui contient A alors F' € Q) et par construction G C F,
ce qui prouve que G est bien le minimum de 2 pour l'inclusion.

Finalement, toute combinaison linéaire d’éléments de A est dans G par stabilité, et 'ensemble des combi-
naisons d’éléments de A est un sev de E (cf cours de sup). (]
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1.2.4 Définition
Soit E un K-espace vectoriel, X un ensemble et (e;);cx une famille d’éléments de E. On dit que (e;);ex est génératrice
de E ssipour tout u € F on peut trouver un ensemble fini I C X et ()\;);cr une famille de scalaires tels que u = Y Aje;.
=
Ainsi tout élément de E est une combinaison linéaire (la somme est finie) d’éléments de (e;);ex et on a E =
Vect((e;)iex)-

1.2.5 Exemple
(X*)ren est une famille génératrice de K[X].

1.2.6 Exemple
Soit (Pg)ren une famille de polynémes vérifiant Vk € N deg(P;) = k. Montrons que cette famille est génératrice de
K[X].

En effet, pour tout n € N, (P,...,P,) est libre dans K,,[X] donc engendre K,,[X] qui est de dimension n + 1.
Comme tout polynéme non nul possede un degré n, il est combinaison linéaire des n + 1 premier Py, ce qui prouve le
caractére générateur.

Un exemple de telle base est la famille (X — a)*)ren pour un a € K fixé. Les coordonnées d’un polynéme P sont

()
alors les PT(Q) d’apres le théoreme de Taylor.

1.3 Bases

1.3.1 Définition
Soit X un ensemble et E un K-ev. On dit que B = (e;);ex est une base de E ssi (¢;);cx est a la fois libre et génératrice
de E.

Dans ce cas, pour tout u € FE il existe un unique ensemble fini 7 C X et une unique famille de scalaires (z;);er

(appelée coordonnées de u dans B) tels que u = Y x;e;.
i€l

1.3.2 Proposition
B = (X*)en est une base de K[X] appelée base canonique.

Remarque

De maniere plus générale, si on choisit P, € K[X] de degré k pour tout k € N alors (Pj)ren est une base de K[X].

II Espaces vectoriels

II.1 Sous-espaces et dimension
I1.1.1 Définition
Soit E un K-espace vectoriel.

1. On dit que E est de dimension finie ssi E possede une famille génératrice finie E = Vect(u1,...,u,) c’est & dire
P
que chaque élément de z € E peut s’écrire sous la forme x = > Apuy ol les Ay sont des scalaires.
k=1
2. Dans le cas ou F est de dimension finie, F posséde au moins une base et toutes les bases de E ont le méme
cardinal que l'on appelle la dimension de E et que 1'on note dimg (FE) ou plus simplement dim(FE) s’il n’y a pas
d’ambiguité sur K

I1.1.2 Exemple
1. dimg (K) = 1, une base est (1)

C) = 2 et la base canonique est (1,1).

S B NI
=7
=)
~
TN N N /N
~
g
R
I
3
_|_
—_
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I1.1.3 Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et ' un sous-espace de F.

1. F est de dimension fini et dim(F) < n
2. F=FEssidim(F)=n

I1.1.4 Exemple
On se sert treés souvent de la deuxieme partie de cette propriété pour prouver 1’égalité de deux espaces.

Considérons par exemple le plan P : x +y+ 2z = 0 dans R3. On vérifie aisément que u = (1, —1,0) et v = (1,0, —1)
sont des éléments de P et donc Vect(u,v) C P. De plus, Vect(u,v) est de dimension 2, tout comme P car (u,v) est
libre. Donc P = Vect(u,v) (et on a en fait trouvé une base de P).

Une formule de dimension
dim(F x G) = dim(F) + dim(G)

II.2 Supplémentaires

I1.2.1 Définition
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces. La somme de F' et Gest F+G = {ap+zg|ap € F et zg €
G}. C’est un espace vectoriel et on a méme F + G = Vect(F U G).

I1.2.2 Exemple
Dans R2, la somme de deux droites vectorielles non confondues est R2.
Dans R3 la somme d’un plan et d’une droite non contenue dans ce plan est R3.

Famille génératrice

Si on dispose d’une famille (u;) génératrice de F' et d’une famille (v;) génératrice de G, alors la concaténation de
ces familles engendre F' + G.
Ainsi, en dimension finie, dim(F + G) < dim(F) 4+ dim(G).

11.2.3 Exemple

Donner une base de Py + P ou Py : & —y + 2z = 0 et P» = Vect( 1 2 ]).

O ==

I1.2.4 Définition
Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces. On dit que F' et G sont supplémentaires dans F et on note
E=F®d( ssi

Ve e E 3 (zp,2¢) € F X G x=xp+2¢

Avec ces notations, zr est appelé le projeté de x sur F' dans la direction G (ou parallélement & G) et ¢ le projeté de
z sur G dans la direction F'.

Caractérisation

E=F+G

On a également £ = F & G <~
& {F NG = {0g}
I1.2.5 Exemple
1. My(K) = 8,(K) ® A, (K) et la décomposition associée est A = (A +A) + 3(A —'A). Ainsi la projection d’une
matric? A sur 'ensemble des matrices symétrique, dans la direction de I’ensemble des matrices anti-symétriques
est AL4,
2

2. Notons F' = {f : R — R| f est paire} et G = {f : R — R| f est impaire}. Alors R® = F @ G, les projections

d’une fonction f sur F' et G étant respectivement x — W et x — M
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I1.2.6 Théoréme (Théoréme de la base adaptée)
Soit E un espace de dimension fini et F, G des sous-espaces de F.
E = F @ G ssi la concaténation d’'une base de F' et d’une base de G est une base de E. On dit que la base
obtenue (par concaténation) est adaptée a la somme F & G.
On a alors évidemment
dim(F) = dim(F) + dim(G)

Dans ce cadre, déterminer les projections se raméne au calcul de coordonnées dans une base adaptée.

I1.2.7 Corollaire
En dimension finie, tout sous-espace possede au moins un supplémentaire.

I1.2.8 Théoréme (Théoréme de )
Soit F un K-espace vectoriel, F, G deux sous-espaces de dimensions finies; Alors F + G est de dimension finie et

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

I1.2.9 Corollaire
Dans un espace de dimension finie,ona F = FOG <— {

F+G=E FNG={0g}
dim(F) + dim(G) = dim(FE) dim(F) + dim(G) = dim(F)

I1.2.10 Exercice
Caractériser (donner une ou des CNS sur) les espaces supplémentaires dans R? et R3.

II.3 Sommes directes d’espaces vectoriels

I1.3.1 Définition
Soit E un K-espace vectoriel et F} ... F}, des sous espaces de E.
1. La somme des espaces (F);e[1,p] est zp: Fi={ui+--4up|lus € Fletus € Fret ... et up, € Fp}. Clest le sous
espace de E engendré par les F; =
2. On dit que la somme F = zp: F; est directe et on note F' = é F; ssi tout vecteur u € F' s’écrit de maniere
unique sous la forme u = uzlzfl— -+ uy avee Vi € [1, pllu; € F;Zl

La somme et la somme directe sont associatives, ce qui permet de justifier a posteriori I'utilisation de ) et @

Remarque
Le cas p = 2 est déja connu. La somme F + G est directe ssi F' et G sont supplémentaires dans F' + G.

I1.3.2 Exercice
Trouver 3 espaces D1, Dy, D3 tels que R3 = Dy @ Dy @ Ds.

I1.3.3 Théoréme

p
Soient Fi, ..., F), des sous espaces de E. La somme ) F; est directe ssi
i=1
P
YV(ug, ..., up) EHFi U+ Fu, =0 <= uy=uy=---=u, =0g.
i=1

Ainsi il suffit de vérifier que le vecteur nul posséde une unique écriture sous forme de somme.
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Preuve.
Si on suppose la somme directe, alors le vecteur nul s’écrit de maniére unique comme Og = Og +---+ Og .
~—~ ~—~

(S €r,
p
Réciproquement, supposons que V(u1,...,u,) € [[ Fy ur + -+ + u, =0p <= uy =uy=---=u, =0g.
i=1
P
Soit u € Y F;. Montrons que sa décomposition en somme est unique.
i=1
’ P j2 P ,
Sionawu= Y u; =, u,avec Vi€ [1,pJu;,u, € F; alors > (u; —u;) =u —u = 0g et donc u; — u; =0
i=1 =1 =1 N~
€F;
pour tout ¢ € [1,p] par hypothése. n
11.3.4 Exemple n
Montrer que si B = (e;)ie[1,n] est une base de E alors £ =  Vect(e;).
i=1
I1.3.5 Définition-Proposition »

Soient F1, ..., F, des sous espaces de E, de dimensions finies. Notons F' = ) Fj.
i=1

p

F = @ F; ssi la concaténation de bases des F; est une base de F.
i=1

Une telle base de F' est dite adaptée a la somme directe.

Remarque

1. Observer le ssi, et surtout la réciproque. Il est facile de décomposer un espace en somme si on en connait une
base. Par exemple R3[X] = Vect(1) & Vect(X, X?) @ Vect(X3).

P P
2. On obtient immédiatement dim (@ Fl) = > dim(Fj).
i=1 i=1
5/2
Quels genre de sous-espaces sont forcément en somme directe 7

Une application

Considérons la surface suivante, image d’une sphére par une application linéaire f simple : On a ici 3 droites (2

a 2 orthogonales d’ailleurs) D,, Dy et D, telles que sur chaque droite l'application f est une homothétie de rapport
a,bou c.
Comme D, @ D, ® D, = R?, dans une base de R3 adaptée & cette somme directe, la matrice de f est :

IIT Applications linéaires

III.1 Propriétés générales

II1.1.1 Définition
Soient F, F deux K-espaces vectoriels et f: E — F. On dit que f est linéaire ssi

Vo, B € KVz,y € E flax + By) = af(z) + Bf(y)

On a alors f(0g) = OF.
Si F =K on dit que f est une forme linéaire. L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).
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I11.1.2 Exemple b
Quelques exemples important (avec des notations évidentes) : f +— f/, f — [ f, (un)n > (tns1)n, P — P(X +1),P —

P(a) (avec un a € K fixé).
D’autres plus géométriques : les projection (orthogonales ou non) et symétries, les rotations du plan et de 1’espace.

Application canoniquement associée

. T . s Kr — K=» .
Soit A € M,, ,(K). L’application linéaire canoniquement associée & A est f : { Y o AX et la matrice dans

les bases canoniques de K? et K™ de f est la matrice A.

I11.1.3 Proposition
1. L(E, F) est un K-espace vectoriel (de dimension dim(E) x dim(F') quand E, F sont de dimensions finies).

2. Quand elle existe, la composée de deux applications linéaire est linéaire.

3. Quand elle existe, la bijection réciproque d’une application linéaire est linéaire.

II1.1.4 Définition
Soit f € L(E,F). Son noyau est ker(f) = f~1({0}) = {z € E| f(z) = Or} et son image est Im(f) = f(E) = {y €
F|3x e Ey= f(x)}.

II1.1.5 Exemple 1 -1 2

Notons B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X] et f € L(Rz[X]) telle que Matg(f) = 2 1 1 |. Calculer
-1 1 =2

ker(f).

I11.1.6 Proposition
Soient f € L(E, F), G un sous-espace de E et H un sous-espace de F'.

Alors f(G) et f~1(H) sont des sous-espaces de F et E respectivement. En particulier ker(f) est un sous-espace
de E et Im(f) est un sous-espace de F.

Preuve.
— Montrons que f(G) est un sous espace de F'.
Soient donc z,y € f(G), A\, u € K. Montrons que Az + uy € f(G).
Or z,y € f(G) donc on peut poser u,v € G tels que z = f(u) et y = f(v). Alors, par linéarité, A\ + uy =
f(wu+ pG) € f(G) car Au+ pv € G (c’est un espace vectoriel).
— Montrons que f~(H) est un sous-espace de E. Soient x,y € f~1(H) et \,u € K. Alors f(\x + uy) =

A f(z)+p f(y) € H car H est un sous-espace de F donc Az + py € f~H(H) n
~— S~
eH €H

Rappels
Soit f € L(E,F).
. [ est injective ssi ker(f) = {Og}.
. [ est surjective ssi Im(f) = F (valable méme si f n’est pas linéaire).
. Si E = Vect(ey,...,e,) alors Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)).
. Si (eq,...,e,) est une base de E, f est bijective (isomorphisme) ssi (f(e1),... f(en)) est une base de F.

=W N =

II1.2 Applications linéaires et dimension

I11.2.1 Proposition
Soit f € L(E, F).
Soit H un supplémentaire de ker(f) dans E. fg : H — Im(f) est un isomorphisme.
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H — Imf
z o~ f(x)
— ker fjg = {z € H| f(x) =0} = HNker f = {Op} car H et ker f sont en somme directe.
— Soit y € Im f. Alors il existe x € E tel que f(x) = y. Or on peut écrire x = xy + xx avec xy € H et
rg € ker f. Ainsi f(z) = f(zg)+f(rx) = f(ru)+0g et doncy = f(ry) = fig(rg). DoncIm fiz = Im f.
Finalement fz est bien un isomorphisme linéaire. [

Ona fig:

Preuve.
{ et H @ ker(f) = E. Il s’agit bien d’une application linéaire de L(H,Im f).

II1.2.2 Théoréme
Soit f € L(E, F) et supposons F de dimension finie. Alors dim(FE) = dim(ker(f)) + rg(f).

I11.2.3 Exemple
Si E est de dimension n et f € L(E,K) est une forme linéaire non nulle, alors dim(ker(f)) =n — 1.

IT1.2.4 Corollaire
Soit E, F des espaces de méme dimension et f € L(E, F).

f est bijective <= f est injective <= f est surjective

Dans le cas ou f est un endomorphisme, les dimensions de F et F' sont évidemment égales et ce résultat s’applique.

II1.2.5 Exemple (Polyndmes interpolateur de Lagrange)
Soient ag, .. .a, € K des scalaires deux a deux distincts.
K,[X] — K°t+!
P(ao)

L’application ¢ : est injective (compter les racines d’un polynéme du noyau, seul le

P — :
P(ay,)
polynéme nul en posséde autant) et donc bijective.
En conséquence, si on fixe yo, . .., yn € K (quelconques cette fois), il existe un unique polynéme P € K,,[X] tel que
Vi € [0,n] P(a;) = y;, ou encore par n + 1 points d’abscisses 2 & 2 distinctes il passe une unique courbe polynomiale
de degré n ou moins.
Pour déterminer P, on calcule les P; tels que ¢(P;) = e; le iéme vecteur de la base canonique de K"*!. Un
n
raisonnement rapide sur les racines (2 & 2 distinctes) de P; montre que P; = o; [[ (X — a;) et comme Pj(a;) =1 on
i=0
J#
trouve la valeur de «;.
n n n
Ensuite, la linéarité de ¢ montre que ¢(>_ v:P;) = > y;e; et donc P = Y y; P;.
i=0 i=0 i=0
II1.2.6 Corollaire
Soit f € L(F) ou E est de dimension finie.

fEGL(E) < g€ L(E) fog=1Idg > g€ L(E) go f = Idp

Remarque

C’est le pendant du théoréme qui énonce qu’une matrice est inversible ssi on trouve un inverse a gauche ou un
inverse a droite.

II1.3 Espaces stables

II1.3.1 Définition
Soit f € L(F) et F un sous-espace de E. On dit que F est stable par f ssi f(F) C F.

I11.3.2 Exemple
Soit f € L(E) et A € K. Montrer que F = ker(f — \idg) est stable par f.

Restriction

F —- F

¢ = f(z) la restriction de f a F' (le détail important ici est

Si F' est stable par f alors on peut définir fp : {

lespace d’arrivé qui est illégal si F' n’est pas stable).
Alors fr € L(F).
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Familles génératrices

Soit F' = Vect(e1,...,ep). F est stable par f ssi Vj € [1,p]f(e;) € F. En effet f(F) = Vect(f(e1),..., f(ep)).

I11.3.3 Exemple x —rz4+y+=z 2 0 1

Considérons l'application f : |y | — | z—y+2 |.Onposeu= [0|,vo= (2|, w=1] 0 |, F = Vect(u,v) et G=
z T+y—=z 1 1 -1

Vect(w).

Montrer que B = (u, v, w) est une base de R3, que F, G sont stables par f, calculer Mat () (fr), Mat () (fa) et Matg(f).

IT1.3.4 Théoréme
Soit F' un sous-espace de E, Br une base de F' que 'on compléte en une base B de E. On note n = dim(FE) et p =
dim(F)

F est stable par f ssi Matg(f) est de la forme (61 g) ol

— A€ My(K) (et on aalors A= Matg.(fjr))
— B € Mpnp(K)
— C e My (K)

— 0 représente la matrice nulle de M,,_, ,,

Preuve.
On note M = (m; ;) = Matp(f) € M, (K).
Supposons F stable par f et notons, B =e1,...,€p,€pt1,...,€,) (les p premiers sont dans F'). Pour j € [1,p],
n p
ona f(ej) = > myje;. Les derniers termes de cette somme sont nuls car e; € F', ainsi f(e;) = > mjj;e;. Ceci
i=1 1=1
prouve que les n - p derniéres lignes de M sont nulles dans les p premieres colonnes.
Réciproquement, si M est de la forme annoncée, alors f(e;) n’a des coordonnées que sur eq,...,e, ie est
dans F', et ce pour tout j € [1,p]. n

IV Equation(s) d’un sous-espace

IV.1 Hyperplans

IV.1.1 Définition
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Un sous-espace H de E est appelé hyperplan ssi H admet une droite
comme supplémentaire. Cette définition est valable méme en dimension infinie.

IV.1.2 Proposition
Les hyperplan de F de dimension n > 0 sont exactement les sous-espaces de dimension n — 1.

IV.1.3 Exemple
Les droites du plan, les plans dans ’espace. Remarquer les équations cartésiennes similaires dans ces cas.

IV.1.4 Proposition
Soit E un K-espace vectoriel et H un hyperplan de E.

Alors H est le noyau d’une forme linéaire non nulle f € L(E,K) et si H = ker(g) pour g € L(E,K) alors
f et g sont proportionnelles.

Preuve.
Soit Ku une droite supplémentaire de H dans E (ie. u ¢ H). Pour € E on peut alors écrire x = 2y + A\yu
E K
de maniére unique. On pose f : . : \ On prouve tres facilement (voir les projecteurs) que f est une
X

forme linéaire, non nulle car f(u) = 1.
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De plus, pour z € E, f(x) =0 < A\, =0 < z € H. Ainsi H = ker(f).

Supposons maintenant que g € L(F,K) vérifie ker(g) = H. Alors g est une forme linéaire non nulle (sinon
son noyau est F) et on a avec les notations précédentes, g(z) = g(zg) + A\pg(u) = Apg(u) = g(u)f(x). Ainsi
g =gu) xf.

~—

€K
Exo : on peut en fait décrire g de la méme maniére que f (g : x +— p,). Avec quel(s) vecteur(s) ? ]

IV.1.5 Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0 et B = (€;);c[1,,] une base de E.

e5]
Pour un hyperplan H il existe : € K" non nul tel qu'une équation de H dans la base B soit ajx1 +
o
T
Qoo + -+ -+ apry, = 0 ce qui signifie que z € E de coordonnées (dans B) : appartient & H ssi ayx1 + asxo +
Ty

-+ apzy, = 0.
Toutes les équations de H (dans la base B) sont proportionnelles & celle-ci.

Preuve. "

Posons f € L(E,K) telle que H = ker(f). Alorsx = Y z;e; € H < f(2) =0 <= f(e1)x1+ f(ea)za+---+
i=1

f(en)zn = 0. En notant a; = f(e;) il ne reste qu’a vérifier que ces scalaires sont non tous nuls. S’ils Pétaient, f

serait ’application nulle car son image est engendrée par (f(e1),..., f(en)).

on a bien trouvé une équation (& coefficients non tous nuls) de H dans la base B. Toutes les autres équations
n
de H sont de la forme g(z) = 0 o1 g est une forme linéaire, donc sont proportionnelles (I’application x — Y B;x;

=1
est linéaire pour toute famille (3;);e[1,n] Par composition). n

IV.1.6 Exemple n

Dans F = K,[X], 'ensemble F = {P € E| P(1) = 0} est un hyperplan. En effet, un polynéme P = Y a, X* est dans
k=0

F ssiag+ -+ a, = 0 (équation dont les inconnues sont les coordonnées dans la base canonique et les coefficients

tous égaux & 1).

IV.2 Sous-espace en dimension finie

Intersection d’hyperplans

Soient Hi,...H), des hyperplans de E de dimension n > p et B une base de E. L’intersection H; N Ho N --- N Hp,
est Pensemble des solutions d’un systéme S & n inconnues (les coordonnées dans B) et p équations. Le rang de S est
au maximum p donc l’ensemble des solutions (notre intersection) est de dimension au moins n — p.

Quel est le cas d’égalité pour les dimensions ?

IV.2.1 Théoréme
Soit E de dimension n > 0 et p < n.

1. Pintersection de p hyperplans de E est de dimension au moins n — p.

2. réciproquement, tout sous-espace de dimension p est I'intersection de n — p hyperplans (et posséde donc un
systéme d’équation & n — p équations et n inconnues dans une base fixée de E).

Preuve.
Il nous reste a prouver le deuxieme point.
Soit F' un sous-espace de E de dimension p. Notons (e1,...,e,) une base de F' et complétons cette base en
T
B=(e1,...,en). Soit x € E et ses coordonnées dans B. Alors v € F' <= xp41 =0¢et ... et z, =0.
Ty
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n
Sionnote H; : x; = 0 pour i € [p+1,n] des hyperplans décrits par leurs équations dans B, alors F = (| H,.
i=p+1
On obtient bien n — p hyperplans ie. n — p équations. [

I1V.2.2 Exemple
On savait qu’une droite dans I’espace est décrite par un systéme de deux équations, c’est a dire comme l'intersection
de deux plans.

IV.2.3 Exercice 1
Trouver un systeme d’équation de la droite D = Vect | —1
2

V  Endomorphismes particuliers

V.1 Homothéties

V.1.1 Définition {

Soit E un K-espace vectoriel. Soit A € K. L’homothétie de rapport A est Iapplication linéaire \r

V.1.2 Exemple
Deux homothéties tres importantes : 'application nulle et ’identité.

Matrice d’une homothétie

On considere E de dimension finie égale a n cette fois et on note hy I’homothétie de rapport A. Alors dans toute
base B de E, Matg(hy) = Al,.

Matriciellement, la seule matrice semblable & A, est elle méme, car pour P € GL,(K), on a P7\[,,P =
PP\, = \,.

Commutation

Une homothétie commute avec tout endomorphisme.

V.2 Projecteurs, symétries

V.2.1 Définition
Soit E' un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de E, supplémentaires dans E. Tout x € F
s’écrit donc de maniére unique comme g + xg avec rp € F et xg € G.

L’application p : { . : N est appelé projecteur sur F' parallelement & G (ou de direction G).
F
, . - E , I . . N S
L’application s : o . est appelé symétrie par rapport & F' parallelement & G (ou de direction G).
-

Liens entre ces applications

. . . . . _ R +Id
1. On a les liens important entre ces applications : s = 2p — Id et p = *5°.

2. Sip' et s’ désignent les projection et symétrie sur G et de direction I, on a p+p’ = Id,pop’ =0=p'op,s+s' =
0,508 =5 os=—Id..

V.2.2 Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de E, supplémentaires dans F

1. Soit p le projecteur sur F' de direction G. On a alors :
— pe L(E)
—pP=p
— kerp=G
— Imp=F =ker(Idg —p)

2. Réciproquement si f € L(E) vérifie f2 = f alors f est le projecteur sur Im(f) = ker(f —Id) dans la direction
ker(f) (et on a donc ker(f) @ Im(f) = E).
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Preuve.
1. Prouvons tout d’abord la linéarité.
Soient x,y € E que 'on décompose en x = zp + g et y = yp + yg. Soient a, 8 € K.
Alors p(az + By) = p((azr + Byr) + (axg + Byc)) = azp + Byr = ap(z) + Bp(y) et p est bien linéaire.
Evidemment, p?(x) = p(zp + 0g) = zr = p(z) et on a bien p? = p.
Ensuite, avec les mémes notations, p(z) = Og ssi rp = O ssi ¢ € G. De plus, p(z) =z € F et on a en
fait prouvé Im(f) C F.
Siz e F,alors p(x) =z € Im(f) et donc F' C Im(p) et finalement F' = Im(p).
11 reste a prouver que Im(p) = ker(p — Idg). ON a déja montré que tout = € F vérifie p(x) —x = 0 ie
(p—Idg)(z) =0 et donc F' C ker(p — Idg). Soit maintenant x € ker(p — Idg) ie x vérifie p(r) = x. Ainsi
x € Im(p) et 'autre inclusion est prouvée.
2. — On a d’abord (f — Id) o f = 0 donc Im(f) C ker(f — Id). L’autre inclusion est évidente (cf fin du
point précédent).
— Montrons maintenant que ker(f) @ ker(f — Id) = E. Soit z € E.
— Analyse : Supposons que x = x1 + z avec x1 € ker(f) et zo € ker(f — Id).
Alors f(x) = 0g + f(x2) = xo. Ainsi o = f(z) et donc &1 =z — a9 = x — f(x).
— Synthese : Réciproquement, posons x; = x — f(z) et 2 = f(x). Montrons que z = 1 + 22
(trivial) et que x; € ker(f) et xo € ker(f — Id) (moins trivial).
Cependant, f(z1) = f(z) — f?(z) = 0g et (f — Id)(x2) = f(x2) — 22 = f?(2) — f(x) = 0 car
fF=r
Conclusion : E = ker(f) + ker(f — Id). Le fait que la somme est directe provient directement de
Panalyse (les seules valeurs possibles sont...) ou du fait que si z € ker(f)Nker(f —Id) alors f(z) = 0g
et f(z) —x =0g donc x = 0g et on a bien ker(f) Nker(f — Id) = {0g}.

— Par définition d’un projecteur, et d’apres notre analyse, f est le projecteur sur ker(f — I'd) = Im(f)

dans la direction ker(f). L]
V.2.3 Exemple 5 -2 1
Soit la matrice A = % —2 2 2| Montrer que ’endomorphisme canoniquement associé & A est un projecteur
1 2 5

dont on précisera les éléments caractéristiques.
Question 5/2 : au vu de la matrice A, que dire de plus de la projection ?

Matrice dans une base adaptée

1. On considere p le projecteur de R3 sur un plan P parallelement & une droite D non inclue dans P. On note
B = (u,v,w) une base adaptée & R* = P @ D. Donner la matrice de p dans B.

2. Méme question dans le cas général £ = F @ G.

M., (K)

V.2.4 Exemple M, (K)
{ " apta - il s’agit, d’apres le point |II.2.5 de la projection sur S, (K)
2

%
On considere Iapplication f : FERN

parallelement a A, (K).

V.2.5 Théoréme
Soit F un K-espace vectoriel. Soient également F, G deux sous-espaces de F, supplémentaires dans F

1. Soit s la symétrie par rapport a F' dans la direction G. Alors :
— s€GL(E) et s> = Idg ie. s = 571
— F =ker(s—Idg) ={z € E| s(x) =z}
— G =ker(s+ Id) = {x € E| s(z) = —x}
2. Réciproquement, soit f € L(FE). Si f?2 = Idg alors f est la symétrie par rapport a ker(f —Idg) parallélement
a ker(f + Idg) qui sont donc supplémentaires dans F.

V.2.6 Exemple
Dans E = RF l'application s qui & une fonction f associe s(f) :  — f(—x) est une symétrie. C’est la symétrie par
rapport aux fonctions paire parallelement aux fonctions impaires.
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Matrice dans une base adaptée

Donner, avec les notations du théoréme, la matrice de s dans une base adaptée & £ = F @ G.

V.2.7 Exemple
Remarquons que la transposition est une symétrie. C’est méme la symétrie associée au projecteur de ’exemple |[V.2.4

V.3 Projection et espaces en somme directe

V.3.1 Définition »
Soient Fi,...F, des sous-espaces de E vérifiant E = @ F;. Pour x € E, on pose £ = 1 + --- + x, l'unique
i=1
décomposition en somme telle que Vi € [1,p]z; € F;.
P
Le projeté du vecteur x sur F; parallelement a @ F; est le vecteur z;. Le projecteur associé est p; : & — ;.

i=1
i#]

Remarque

Si la somme directe des F; n’est pas égale a 'espace E global, on peut se ramener a la définition en considérant

P
plutdt F' = Y F; comme espace dans lequel on projette.
i=1

V.3.2 Proposition
Avec les notations de la définition précédente

L V(k,)e[L,p]* k#1=prop =0

P

j=1

En pratique

Pour déterminer ces projections, on procede comme dans le cas d’espaces supplémentaires :
1. calcul de coordonnées dans une base adaptée si possible, et on regroupe par espace.

2. analyse/synthese 81l le faut.
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Chapitre 7

Intégrations sur un intervalle quelconque

Dans ce chapitre K désigne R ou C.

I Intégrales convergentes

Le cadre d’étude change : on consideére toujours des fonctions continues, plus seulement sur des segments mais des
intervalles quelconques.

I.1 Intégrales impropres
I.1.1 Définition

Soient a < et f € C([a,b],R).
b

x
Si lin%) J f(t)dt existe et est finie on la note [ f(t)dt et on dit que cette intégrale est une intégrale (impropre)
r— a a
convergente.

1.1.2 Exemple +o0

Calculer l'intégrale [ dt.
0

_1
t2+1

1.1.3 Définition
Soient <bet feC(a,b],R).
b

b
Si lim [ f(t)dt existe et est finie on la note [ f(¢)d¢ et on dit que cette intégrale est une intégrale (imprope)
r—ra x a
convergente.

1.1.4 Exemple (A savoir refaire)

1
Montrons que [ In(¢)dt converge et donnons sa valeur.
0

— In € C(]0,1],R) (ie. le “probléme” est en 0).

z—0

1
— Soit > 0. [In(t)dt = -1 —zln(z)+2 — —1

1
— Conclusion : [ In(t)d¢ est une intégrale convergente et sa valeur est -1.
0

I.1.5 Définition-Proposition
Soient a,b € R avec a < b (on peut avoir a = —oco ou b = 4+00). Soit f € C(]a, b[,R).

c b b
S’il existe un ¢ €la, b[ tel que [ f et [ f sont des intégrales convergentes alors on dit que | f converge.
a (& a

/

c b c b b
Dans ce cas on a Vc' €]a, bl [ f+ [ f= [f+ [ [ eton note cette valeur [ f.

a (&
Preuve. /
On a, par limite d’une somme (une intégrale convergente et une constante), facf = f; f+ f; f- De méme
fcb f= fcc f+ fcb, f. Finalement, ’égalité demandée est vérifiée. ]
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Interprétation graphique

On peut continuer a voir une intégrale impropre comme une aire, mais cette fois comme ’aire limite d’un partie
non nécessairement bornée.

Coin-culture

+oo

L’intégrale suivante est d’importance fondamentale en probabilité : [ exp(—t2)dt = /7.

— 00

Preuve.
Voici une preuve en plusieurs étapes.

— Montrons que Vz > —1 In(1 + z) < z (avec égalité seulement en 0).

Remarquons d’abord que f : z — In(1 + x) est dérivable sur | — 1, 400[, ce qui nous permettra d’utiliser

I'inégalité des accroissements finis. De plus sa dérivée est f' : z — 1J1rx qui est décroissante sur | — 1, +o0]

Siz > 0,ona f(x) < % < f(0) ce qui donne w < 1 qui est CQFD. Si z < 0, on a

() < W < f'(x) ou encore 1 < #ﬁrm) ou encore —z < —In(1 + z) car —z > 0.

— Soit n € N\{0} et ¢t € [0,/n], on a alors :t% €] — 1,+00] et donc In (1 + %) < % et In (1 - %) <-L.

Ainsi, nln (1 — %) <-t*< —nln (1 + %) En passant a ’exponentielle qui est croissante,

2\ " 2\ — "
(1—t) <e ' < <1+t>
n n

— La relations qui précede est encore vraie pour t = 4/n, et en intégrant on obtient :

vin 2\" v, vn 2\ 7"
/ (1) dtg/ et dtg/ <1+) dt
0 n 0 0 n

Il I2

En posant ¢t = /ncos(u) dans I (possible d’aprés les valeurs prises par t), on a dt = —y/nsin(u)du et
donc I = [ —y/nsin®" ! (u)du.
%

o

cos? T

1
En posant u = y/ntan(u) dans I on obtient I = [ v/ncos?~%(u)du car 1+ tan® = —L; = tan’.
0

™

B 5
— Si on note W,, = gsin"(t)dt = bfcos”(t)dt (par changement de variable  —t), on a Iy < y/nWa, o (car
on intégre une fonction positive sur un segment plus petit) et donc

v

2
VWi < / e dt < VTWan_s
0
5 < 132 . gz . Vno 42 VT
D’apres ’étude des intégrales de Wallis, W, ol /5> et par encadrement fo et dt n%—}roo 5 L]

Prolongement par continuité

On se place dans le cas f € C([a,b[,R) et b € R (ce n’est pas +00). Si on peut prolonger f par continuité en b (on
b

note f le prolongement), alors I'intégrale [ f converge et sa valeur est la méme que I'intégrale sur un segment de son

a

prolongement.

Le
borne.

résultat est encore vrai si c¢’est la borne inférieure qui est exclue, voire les deux si on peut prolonger & chaque

Preuve. = =
Soit Fy : & — [ f(t)dt la primitive de f sur [a,b[ qui s’annule en a et F» : z — [ f(t)dt la primitive de f sur
[a,b] qui s’annule en a, alors Vo € [a, b] F1(z) = Fa(x) et Fy est continue sur [a, b]. F5 est donc le prolongement

b ~
par continuité de Fy et on a bien Fi(z) -, Fy) = [f. L]
T—r a
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1.1.6 Exemple
Montrer que fol %dt converge. Posons f : ¢t — %

— FEtudeen 0. Onat—1 e —1 et In(t) 5 oo donc f(t) e 0 et on peut prolonger f par continuité en 0.

— FEtude en 1. On a In(?) Y t—1 car In(1 + u) v U Ainsi f(¢) - 1 et on peut prolonger f par continuité en 1.

Finalement, fol f converge.

1.2 Fonctions positives

Dans cette partie, nous ne considérons que des fonctions positives. On ne considére pas les cas ou il y a des

“compensations” d’aire.

1.2.1 Proposition

+oo
Soit € R. [ e~*!dt converge ssi a > 0.
0
—+oo
Dans le cas de convergence, [ e~ *dt= L.
0

Preuve.
Intégrer jusqu’a = > 0 et un simple calcul de primitive conclut.

1.2.2 Théoréme ( )
Soit a € R.

+o0
1. [ ;=dt converge ssi a > 1.

1
1
2. of =dt converge ssi a < 1.

Preuve. = e
L Soit o > 1. [ hdt = [f5—o;]f si a # L et [In(t)]{ sia = 1.
1

Dans le cas « = 1 on a donc une intégrale divergente.

Osia>1 B i .
Pour o # 1, z7 ot — { . On retrouve bien le résultat annoncé. Remarque : si a < 1

zotoo | +oosia <1

1

alors % = 04 00(3a) et le théoréme de comparaison nous assure de la divergence de 'intégrale de Riemann

concernée.

2. Soit x €]0, 1]. Le méme calcul de primitive vaut encore. Comme In(x) ? —0Q, fol %dt diverge et le théoréme

. 1 . . . .
de comparaison nous assure que fo t%dt diverge dés que a > 1 (en 0, les comparaisons de puissances sont

inverses de celles en +00).
Osia<l1

Cette fois, z7*t! — )
=0 | +oosia>1

et on retrouve le résultat de convergence.

1.2.3 Théoréme
Soient f, g € C([a,b[,R) des fonctions positives.

b b

1. Si f < g au voisinage de b et [ g converge alors [ f converge.
a a
b b
2. Si f = Oy(g) et [ g converge alors [ f converge.
a a
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b b
3. Si f=op(g) et [ g converge alors [ f converge.

a a
b b

4. Si f ~9g alors [ f et [ g sont de méme nature.
a a

Le résultat vaut encore pour des fonctions continues et positives sur ]a, b], & condition de les comparer en a...

Preuve. b b
1. Plagons nous sur un intervalle [c,b[ ot f < g. Les intégrales [ f et [ f ont la méme nature.
a (&

xr
Pour z € [c,b] on a, par croissance de l'intégrale sur un segment (on intégre “dans le bon sens”), [ f < [ g.
(&

0 —g

xr
Or z — [ g est croissante et posséde une limite finie, donc est toujours inférieure & cette limite.
C

x
Ainsi z — [ f est croissante (f > 0) et majorée donc posséde une limite finie en b (la borne supérieure de
c

b b b
son intervalle de définition). Ainsi [ f converge (et est < [ g) et donc [ f converge.
(&

Cc a

2. Dans le cas ou f = Oy(g) on a f < Mg au voisinage de b pour un M € R+ fixé.
b

b
Par produit d’une limite par une constante, [ Mg(t)dt converge et par la point précédent, [ f converge.
a a

3. On a dans ce cas f = Op(g)
4. On a dans ce cas f = Op(g) et g = Op(f). L]

Négligeabilité

b b
Siona f=o0y(g) et [ g converge alors [ f converge. Dans la pratique, on utilisera trés souvent ce fait.
a +OO a
Exemple : t% = o+oo(t%) donc [ t%dt converge par comparaison de fonctions positives.
1

Divergence

On peut tout a fait appliquer les contraposées des points 1 et 2 pour prouver la divergence d’une intégrale d’une
fonction positive. Par exemple, si f = o,(g) et fab f diverge, alors fab g diverge (raisonnement par I’absurde).

L f(t)
1. En 0 Pour la convergence en 0, si t%f(t) e 0 ou plus généralement t17¢f(t) e 0 pour un ¢ > 0 fixé alors
Pintégrale de f converge en 0 (si f est positive...)

2. En + oo si t2f(t) =2 0 ou plus généralement 1+ f(¢) = 0 alors I'intégrale de f converge en +o0.

Application a la preuve de divergence

On suppose toujours f positive.
En a = 0 comme en a = +oo, si on a tf(t) t—) 400 on peut conclure a la divergence de l'intégrale de f. Par
—a

—+o0
exemple [ ﬁdt diverge.
2

1.2.4 Exemple 1o

Discuter suivant la valeur de 8 € R la convergence de de [ tB—1e~tdt.
0
On pose fz : t = tF~ et Alors fs(t) = o+oo(t%) car t2f5(t) +—> 0. Ainsi l'intégrale converge en 400 par
o0
comparaison de fonctions positives.
En 0, on a fg(t) ~t*~1 = tlla. L’intégrale converge ssi a > 0 d’apres le théoreme précédent et par comparaison

de fonctions positives.
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1.2.5 Exemple +oo
Montrer (enfin!) que [ e~ dt converge.

— 00

Fonctions négatives

Toute cette partie s’applique en remplagant “positive” par “négative”. L’important ici est que f ne change pas de
signe.

1.2.6 Proposition
Soit f € C([a,4+oo[,RT). Si on a :

— [ est positive,
+oo

— [ f(t)dt converge,
a

— f possede une limite £ en +o00

alors ¢ = 0.

Preuve.

Supposons que £ existe. Si on avait £ > 0, alors pour un certain A > 0 on aurait V¢ > A f(t) > £ (imposer

2
x
e = £ > 0 dans le cas d’une limite finie, réfléchir au cas £ = +00). Mais alors pour z > Aona [ f(t)dt > (v—A)%
A

x +oo
Or [f< [ fcar [ est positive.
A a

Contradiction.

1.3 Lien avec les séries

1.3.1 Théoréme

Soit f : [ng, +00o[— R (avec ng € N) une fonction continue, positive et décroissante.

n>=ngo

+oo
/ f(t)dt et Z f(n) ont la méme nature
ng

Preuve.

Pour un N > ng on a, (faire un schéma. La preuve est la décroissance de f et la croissance de l'intégrale),
N+1

N N
[ f@dt < 3 f(n) < [ f(t)de.

no+1 n=no

x
Ainsi la suite des sommes partielle est majorée ssi  — [ f(¢)dt est majorée (il suffit de majorer les valeurs
no
aux entiers car cette fonction est croissante).

1.3.2 Exemple
On prouve de cette maniére la convergence et la divergence des séries de Riemann.

Application aux séries divergentes

On souhaite donner un équivalent de In(n!) = > In(k).

k=2
k k+1
Or, pour k > 2, [ In(¢)dt <In(k) < [ In(¢)dt car In est croissante sur [k — 1, k] et sur [k, k + 1].
k-1 k

n n+1
En sommant de 2 & n on obtient [In(¢)dt < In(n!) < [ In(f)dtie nln(n) —n+1<n! < (n+1)In(n+1) - (n+
1

2
1) — 2In(2) + 2.
On en tire classiquement In(n!) = nln(n) —n + 0400 (n).
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Restes d’une série convergente

+oo :
On cherche un équivalent de R, = > 75. Avec S, = Z rzona (cf DM) S, + R, = =2 ot donc |Sn—%z| = |R,|
k=n-+1
ou R, —J>r 0. R,, représente en fait la qualité de I’approximation de - par la somme finie .S,,.
n—-+oo
k+1 k
Pour k > n (on fixe n > 1 pour linstant), on a classiquement [ 5dt < 5 < [ %dt et en sommant de n+1 a
k k=1
+oo +oo
+oo, [ Hdt< R, < [ &dt.
n+1 n
“+oo
Or [ t%dt = % et donc R, o % (multiplier encadrement par n + théoréme d’encadrement).
oo

n

IT Intégrabilité

II.1 Fonctions intégrables

I1.1.1 Définition
Soit I un intervalle et f : I — K une fonction continue. On dit que f est intégrable sur I ssi [ |f| converge.
T

I1.1.2 Exemple
Etudier I'intégrabilité sur |0, +oo[ de ¢t — In(t)e™".
Remarque

Pour les fonction positives ou négatives, I'intégrabilité et le fait que I'intégrale converge est équivalent. C’est faux
pour des fonctions qui changent de signe ou des fonctions & valeurs complexes.

I1.1.3 Théoréme
Soit f € C(I,K). SI f est intégrable sur I ALORS fI f converge.

Preuve.
— Cas K=R.

Notons fi : x — max(f(x),0) et f— : x — min(f(z),0) les fonctions qui valent respectivement f(x) ou 0
suivant que f(x) est positif ou négatif.

Alors f = fi+ f- et |f| = f+— f—. Sion suppose que f est intégrable sur I, vu que f1 < |f| et —f— < |f],
les intégrales de f et — f, convergent et par combinaison linéaire 'intégrale de f —(—f_) = f converge.

— Cas K =C. Notons f = u+ iv la forme algébrique de f. Alors |u| < |f] et |v] < |f]. Par comparaison de
fonctions a valeurs positives, u, v sont d’intégrales convergentes sur I et donc f = u + iv aussi. [

Contre-exemple

+
(admis pour linstant), [ bm(t) converge, mais la fonction n’est pas intégrable.
0

METHODE

Pour montrer I'intégrabilité de f sur I :
1. Rechercher un éventuel prolongement par continuité.

2. rechercher un équivalent de |f| qui soit intégrable ou prouver que |f| est négligeable devant une fonction inté-
grable.

3. majorer |f| (au voisinage du point & probléme s’il le faut) par une fonction intégrable.
I1.1.4 Exemple
1. Etudier l'intégrabilité sur ]0, 1] de ¢ —

2. Etudier l'intégrabilité sur [1,4+oo[ de ¢ — ln( +3) -1

sm(t)

3. Etudier I'intégrabilité sur [1, +oo[ de ¢ — Cos(t).
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II.2 Propriétés des fonctions intégrables
Notation

L’ensemble des fonctions continues et intégrables définies sur I'intervalle I et & valeurs dans K est noté L(I,K).

I1.2.1 Proposition
L'(I,K) est un K-espace vectoriel.

Preuve.
1. La fonction nulle est clairement intégrable sur I et son intégrale vaut 0.

2. Soient f,g € L'(I,K) et \, u € K.
Montrons que Af + ug est encore intégrable. Comme |\f + pg| < [A||f] + |1]|g| on peut se ramener au cas
ou f, g sont des fonctions & valeurs réelles et positives (par comparaison de fonctions positives).

Supposons donc que f,g : [a,b[— RT sont intégrables (le raisonnement est similaire en a). On a, pour
x xX

z € [a,b], [ (\f+ng)=X[f+u[gquiconverge bien quand z — b~ par combinaison linéaire de limites
finies. ‘ ‘ ‘ n

I1.2.2 Théoréme
1. Soit f € L*(I,R™) une fonction continue positive et intégrable sur I. Si fI f=0alorsVx €I f(x)=0.

2. Soit f € L'(I,K). Si [, |f| =0 alors Vo € I f(z) = 0.

Preuve.
Pour prouver le premier point, remarquons que si x € I alors il existe un segment [a,b] C I tel que z € [a, b].
De plus, comme f est positive, 0 < [ f< [f=0

[a,b] 1
Or ce théoreme est vrai quand I est un segment. Pour z € I, il suffit d’appliquer le cours de lére année pour
prouver que f est nulle sur un segment [a,b] qui contient x et donc f(z) = 0. [

I1.2.3 Exemple 1
On pose, pour f,g € C([0,1],R), ¢(f,g) = [ fg. Montrer que ¢(f, f) = 0 et ¢(f, f) = 0 ssi la fonction f est la fonction
0

nulle.
Exo : montrer en plus que ¢ est symétrique (o(f,g) = ¢(g, f)) et bilinéaire.

I1.2.4 Proposition
Si f € LY(I,K) est bornée en module par M € RT et g € £1(I,K) alors fg € E1(I,K) et

ffg‘ <M [gl.
I I

Preuve.
Notons a et b les bornes de I, a < b On a d’abord |fg| < M|g| donc |fg] = O4(|g]) et |fg] = Ou(|g|) donc fg
est intégrable sur I par comparaison de fonctions positives.

d d
De plus, pour ¢,d € I, avec a < ¢ < d < b, |[ fg| < M [ |g|. Faisons tendre ¢ vers a (la fonction |.| est
(& (&
d d
continue sur R), on obtient | [ fg| < M [ |g| par passage a la limite des inégalités larges.
a a
On procede de méme en b. [
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ATTENTION

L’hypothese “f est bornée” n’est pas superflue. Dans le cas général un produit de fonctions intégrables n’est pas

intégrable. Prendre f =g : t — % sur ]0, 1].

I1.2.5 Exemple +o0 s
Pour n € N on pose u, = [ %dt. Calculer lim wu, si elle existe.
0 n—-4oo

P +oo
Remarquons que pour n € N fixé on a V& € R exp(—n2(1 + 1)) < e ™. Ainsi 0 < u, < e ({ zdt et

u, — 0 par encadrement.
n—-+4oo

IIT Outils de calcul

III.1 Changement de variable

II1.1.1 Théoréme
Soient f € C(Ja,b[,R) et ¢ :]a, B[—]a, b[ une bijection de classe C* strictement croissante.

b B
[ f@)dt et [ f(p(u))¢’ (u)du sont de méme nature et égales quand elles convergent.

Preuve. o(d) d
Soient ¢,d €la, . Ona [ f(t)dt et [ f(p(u))¢' (u)du avec ¢ = a <= ¢(c) — a.
®(e) ¢
Ainsi les intégrales convergent simultanément en a et a. ]

Cas d’un changement décroissant

b a
Si ¢ est supposée décroissante, on a alors [ f(t)dt = [ f(o(u))¢’(u)du
B

a

I11.1.2 Exemple +oo _,
: « ” e
Etudier la convergence et “calculer of T
+0o0 5
En effectuant le changement ¢ = u? (bijectif sur R% ) donc d¢ = 2udu on obtient 2 g e = /7.
I11.1.3 Exemple 1
Calculer la valeur de I = L__qdt
g \t(1—t)
1
Posons t = u? et donc dt = 2udu. Alors [ = of u\/%du = 2[aresin(u)]} = 7.
II1.2 Intégration par parties
II1.2.1 Théoréme
Soient u, v : [a,b[— R des fonctions de classe C*.
b b
Si m? u(z)v(x) existe et est finie alors [w'v et [wv’ sont de méme nature et en cas de convergence
rT—0" a a
b b
/u’v = [w)’ — /uv’
a a
ot on a noté [uv]? = lim u(z)v(z) — u(a)v(a).
T—b~
Preuve.
Immédiat d’aprés le cours de sup, en passant par des intégrales sur [a, x]. ]
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Remarque

On peut étendre ce théoréme a Ja, b] et méme & Ja, b] (dans ce cas le crochet est la différence de deux limites).

En pratique

On reviendra toujours & une intégrale sur un segment [a, ] pour effectuer une intégration par parties puis on fait
tendre x vers b. En effet, on ne connait pas a priori la fonction v ni la limite de uwv.

I11.2.2 Exemple (Intégrale de Dirichlet)
Montrons que l'intégrale { %dt converge.
Soient € > 0 et A > ¢. Les fonctions en jeu étant C', on a

A o
[ 2 0a = -t ] [

€

La limite du crochet quand ¢ — 0 est 0 et également quand ¢t — +oc.

De plus, Vt > 0 ‘173725(” < %2 donc 'intégrale de droite converge quand A — +o00. En 0, on a un prolongement

par continuité dans les deux intégrales.

T gin(e 2 gin(t 01 cos(t
Finalement, g %dt converge et on a méme { %dt = bf %ﬁ()dt

II1.2.3 Exemple

Calculer [ In(1+ %)dt.
0

Contre-exemple

t— % n’est pas intégrable sur ]0, +-o0[.

Ceci montre que dans une IPP, les deux intégrales sont de méme nature, mais l'intégrabilité (en valeur absolue
donc) de I'une ne présage rien de Uintégrabilité de autre...

I11.2.4 Exemple

+oo
Reprenons [.2.4} On pose, pour 3 >0, I'(8) = [ t’~le~tdt. Donnons un lien entre I'(3 + 1) et T'(3)
0

b b
On a, pour a > 0 et b > a, [tle~tdt = [—tﬁe_t]z + [ ptP=tetdt. Comme le crochet tend vers 0 en 0 et + oo
a a

(B> 0), I(B+1)=pBr(p).
De plus, I'(1) = 1 et par récurrence immédiate, Vn € N\{0} T'(n) = (n — 1)!.
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Chapitre 8

Réduction

Motivation
Matrices diagonales

Les produits et puissances de matrices sont beaucoup plus aisés sur les matrices diagonales.

Endomorphismes

Nous avons constaté que certains endomorphismes ont une matrice diagonale pour un bon choix de base B.

Traduction sur la base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3.

2 0 0
Soit f € L(E) et B = (u,v,w) une base de E. On suppose que Matg(f)= |0 -1 0
0 0 3

Traduisons cette hypothese : f(u) = 2u, f(v) = —v et f(w) = 3w.

Noyaux

Poursuivons notre analyse de la situation précédente.

On a u qui vérifie f(u) — 2(u) = 0g ie (f — 2Idg)(u) = 0. Or u fait partie d’une famille libre donc est non nul.
Ainsi ker(f — 2Idg) # {Og}, ou encore 'endomorphisme f — 2Idg n’est pas bijectif.

De méme f + Idg et f — 3Idg ne sont pas bijectifs.

I Elements propres

I.1 Valeurs propres

1.1.1 Définition
Soit E' un K-espace vectoriel et f € L(F).

Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de f ssi il existe un € E non nul tel que f(z) = Az. Un tel z
non nul est appelé un vecteur propre de f associé a la valeur propre .

L’ensemble des valeurs propres de f est appelé le spectre de f et noté Sp(f).

1.1.2 Exemple
On prend E =C®(R,R) et D: f — f' € L(E). Trouvons les valeurs propres de D. Soit A € R. On se demande s’il
existe une fonction f qui n’est pas la fonction nulle telle que D(f) = Af ou encore f' = Af.
La réponse est oui, par exemple ¢ — e*. On connait méme toutes les solutions : t — Ke* ot K € R*.
Conclusion : tout réel est valeur propre de D ou encore Sp(D) =R

1.1.3 Exemple

Lo (21
SmtA(1 9

) et f € £(R?) I'endomorphisme canoniquement associé.
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Trouver les valeurs propres de f. Soit A € R. On cherche s’il y a une solution non nulle X € R? & 1’équation

F(X) = AX ie AX = AX. Posons X = <9y”)
AX = AX e 2r+y =Xz PN 2-XNz+y=0
x+2y =Xz r+2-Ny=0

Un systéme linéaire homogene posseéde une solution non nulle ssi sa matrice n’est pas inversible. Ainsi A est une

2= 1 3= A 1 . 1 1 .
valeur propre ssi 1 27/\20581 ‘:0551(3—)\)1 27>\:0551(3—)\)(1—)\):0.

3—X 2—-)
Finalement, les valeurs propres de f sont 1 et 3, Sp(f) = {1,3}

Vecteurs propres

Soit f € L(E) et A € K une valeur propre de E. Pour z € Eona f(z) = Az < f(z) - =0 < z €
ker(f — Mdg) = ker(Aldg — f).

1.2 Espaces propres

1.2.1 Définition
Soit f € L(E) et A € K une valeur propre de E. L’espace propre associée a A est 'espace Ey\(f) = ker(f — M dg) =

Il s’agit de I'ensemble composé du vecteur nul et de tous les vecteurs propres associés & A. On le note parfois aussi

E.

Noyau

f est injective ssi 0 n’est pas valeur propre de f. De maniére plus générale, X est valeur propre de f ssi f — Aldg
n’est pas injective.

1.2.2 Exemple
On reprend exemple [[.1.3} Calculons F1(f) et Es(f).
D’apres notre analyse, X € F1(f) < AX = X. On trouve le systéme = + y = 0 dont Iensemble des solutions

est Vect (_11> Ainsi Ey(f) = Vect (_11)

On résout de méme AX = 3X. On obtient le systéeme —x + y = 0. Ainsi F5(f) = Vect <1>

Remarquons que B = ((El) , (1)) est une base de R? (famille libre de 2 vecteurs. Elle est en plus orthogonale et

indirecte). De plus, Matg(f) = (é g)

1.2.3 Théoreme
Soit f € L(E) et A1,...A, des valeurs propres 2 a 2 distinctes de f. Pour ¢ € [1,p] on pose v; un vecteur propre
associé & \; (il est donc non nul).

La famille (v1,...,vp) est libre.

Preuve.
— Le cap p =1 est trivial (une famille de 1 vecteur est libre ssi le vecteur est non nul)
— Supposons le théoréme vrai pour p valeurs propres distinctes.
Prennons p + 1 vecteurs propres associés & des valeurs propres 2 a 2 distinctes. Soient aq,...,ap41 € K

tels que
p+1

Zaivi = OE (81)
i=1

En composant par f on obtient
p+1

Zai)\ivi = OE (82)

i=1
P
En calculant {i — Apt1 l) on obtient Y a;(A; — Apy1)v; = 0.
i=1
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Or, par hypothése de récurrence, la famille (v1, ..., v,) est libre. Ainsi pour i € [1,p] ona a;(A\;—Ap4+1) = 0.
Comme A; # Ap41, on a a; = 0.

Il reste & voir que ap41vp+1 = Op avec vp41 # Op (la moindre des choses pour un vecteur propre!).
Finalement, la famille (v1,. .., vp+1) est libre.

— Par récurrence, pour tout p € N\{0}, p vecteurs propres associés & p valeurs propres distinctes deux &
deux forment une famille libre. n

1.2.4 Exemple
La famille (¢ = e*)\cr est libre car toute sous famille finie est libre.

1.2.5 Exercice
Montrer que (cos(n.))nen est libre.

En dimension finie

Si dim(F) = n, un endomorphisme de E ne peut pas avoir plus de n valeurs propres.

1.2.6 Théoréme
Soit f € L(E) et A1,...\; des valeurs propres 2 & 2 distinctes de f.

k
La somme Y Ej,(f) est directe.
i=1

1=

Preuve.
Il s’agit de combiner le théoréme précédent avec la caractérisation des sommes directes présentes dans le chapitre
concerné. [

1.2.7 Exemple
Soit F un plan de R3 et D une droite non contenue dans F. Alors F & D = R3.

Soit p le projecteur sur F' parallelement & D. On a F' = Im(p) = ker(p — Id) = E; et G = ker(p) = Ey et on a bien
E,® Ey = E1 + Ep.

1.3 Stabilité (x)

Droites stables

Soit f € L(E). Supposons qu’on ait f(D) C D pour une droite D ie. que la droite D est stable par f.
Notons D = Vect(u) pour un u # O (qui dirige D). Alors f(u) € D donc f(u) = Au pour un certain A € K. Ainsi
u est un vecteur propre de f associé & la valeur propre A. On a méme D C E\(f).

1.3.1 Proposition
Soit f € L(E) et A € K une valeur propre de f. Alors E)(f) est stable par f.

Preuve.
Soit x € Ex(f). Alors f(z) = Az par définition et donc f(z) € Ex(f) (stabilité par produit par un scalaire). =

Endomorphisme induit

Ex(f) — Ex(f)

.La restriction de ’ensemble d’arrivé a du sens
r = f(x)

Dans le cadre de la proposition, on note g : {

d’apres la proposition précédente.
Pour tout x € Ex(f) on a g(x) = f(z) = Az. Ainsi g = Mdg, y).
En résumé : la restriction d’une application linéaire & un espace propre est une homothétie.
Si E est de dimension finie, on peut trouver F' un supplémentaire de F) et la matrice de f est alors de la forme

A, 7
0 7
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1.3.2 Proposition
Soient f,g € L(F) tels que fog=go f.
1. ker(f) et Im(f) sont stables par g.
2. Tout espace propre de f est stable par g.

Evidemment, on peut échanger les roles de f et g dans ces résultats.

Preuve.
1. Soit = € ker(f). Montrons que g(z) € ker(f). Or f(g(x)) = g(f(z)) = g(0g) = 0. Donc g(z) € ker(f).

Soit y € Im(f). Notons y = f(z). Alors g(y) = g(f(«)) = f(g(x)) € Im(f).

2. Pour A € K, go(f—Aldg) = (f —Aldg)og donc ker(f — AIdg) est stable par g d’aprés le point précédent.
n

Droites propres

Toujours dans le cadre f o g = go f, tout droite propre de f est aussi une droite propre pour g.

IT En dimension finie

Dans toute la suite du chapitre, E' désigne un K-espace vectoriel de dimension n € N\{0}.

I1.1 Extension aux matrices

I1.1.1 Définition

Soit A € M, (K). Les valeurs propres et vecteurs propres de A sont les valeurs propres et vecteurs propres de
K* — K=»

X — AX ~

On note Sp(A) = Sp(fa) et les espaces propres sont notés Fy(A).

I'application linéaire canoniquement associée a A, fa : {

Traduction
Soit A € M,,(K) et A € Sp(A).
1. X € K" est un vecteur propre de A associé a X ssi X # 0 et AX = A\X.
2. Ex(A) =ker(A—\,) =ker(\,, — A) = {X € K"| AX = )\X}

I1.1.2 Exemple ; 2 190 5’1
Vérifier que 0 est une valeur propre de A = 3 7 11 15 et calculer Ey(A).
4 8 12 16
II.2 Polynéme caractéristique
I1.2.1 Définition-Proposition K o K
Soit A € M,,(K). Le polynome caractéristique de A est le polynéme x 4 associée a la fonction x 4 : { v det(zl, — A)
X4 est un polynéme unitaire (son coefficient dominant est 1) de degré n.
Preuve.
On doit prouver que z +— det(zI, — A) est polynomiale de degré n et unitaire. Notons Ej, ... E, les colonnes
de I,
Pour p € [1,n], on pose P, la propriété : pour Ci,...,C, € K", f, : © — det(zEy — Ch,...,zE, —
Cp, —Cpi1, ..., —Cy) est une fonction polynomiale de degré au plus p et le coefficient de zP est det(E1, ..., Ep, —Cpy1, . ..
Pour nos calculs, fixons z € K
— fi(z) =det(zE1 — C1,—Cs,...,—C)) = xdet(Ey, —Co,...,—C,) + det(—A) qui est bien degré au plus 1
et le coefficient de 2! est det(Ey, —Cy, ..., —C).
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— Supposons P, vérifiée pour un p € [1,n — 1]. Alors

fp+1(l’) = xdet(zEl - Cl, NN ,I'EP - Cp, Ep+1, 7Cp+2 ey 7Cn) +
g9(z)
det(mEl — 01, “ee ,JTEP - Cp, —Cp+1, ey —Cn) .
h(x)

On peut appliquer I'hypotheése de récurrence a chacun des deux déterminants (avec deux familles de
colonnes différentes) : g et h sont polynomiale de degré au plus p donc fp41 est de degré au plus p+1 et le
coefficient de zP*! est le coefficient de z? dans g(z), ie det(Ex, ..., Ep, Epr1, —Cpia, ..., —Cp) (toujours
par hypothése de récurrence).
— Par récurrence, P, est vraie pour tout p € [1,n].
En appliquant le résultat précédent aux colonnes de A, on trouve que x4 est polynomiale de degré au plus n

et le coefficient de z" est det(E,...,E,) = 1. L]
11.2.2 Exemple 0 1 0
Calculer sous forme factorisée le polynéme caractéristiquede A= 0 0 1
-1 1 1
A -1 0 A—-1 -1 0 1 -1 0
Pour A € K, xa(A) =10 X —-1|=|A-1 X —-1|=(A\-1)]1 A —1|. On a sommé toutes les
1 -1 x-1 A—1 -1 Xx-1 1 -1 A—-1
colonnes dans C'.
1 -1 0
Ainsi x4 =A-1)|0 X+1 -1 [=A+1)AN-12%
0 0 A—1

I1.2.3 Proposition
Soit A € M,,(K). Le coefficient constante de x4 est (—1)" det(A) et le coefficient de X"~ 1 est — tr(A).
Ce résultat est également valable pour les endomorphismes.

Preuve.
On a en effet x4(0) = det(0I,, — A) = det(—A) = (—1)" det(A) qui est bien le coefficient constant.
Pour la trace, voir la fin du chapitre. [

I1.2.4 Exemple
Si A € My(K) alors xa(X) = X2 — tr(4)X + det(A).

Matrices semblables

Soient A, B € M,,(K) deux matrices semblables. Posons P € GL,,(K) telle que A = P~ BP. Soit également \ € K
Alors M\, — A= AP~'P — P71BP = P=Y(\I,, — A)P. Ainsi M\I,, — A et \I,, — B sont semblables et ont donc le
méme déterminant, ie x4 = xB
I1.2.5 Définition
Soit f € L(E). Le polyndme caractéristique x; de f est le polynoéme associé a I'application z — det(xf — Idg). C’est
un polynoéme unitaire de degré n.
Si A est la matrice de f dans une base B quelconque de E alors x = xa.

R3[X] — R3[X]

P s PLP - Calculer x . On trouve immédiatement (X — 1)%.

I1.2.6 Exemple
On considere f : {

II.3 Lien avec les valeurs propres

I1.3.1 Théoréme
Soit f € L(E) et A € M,,(K). Soit A € K

1. X est une valeur propre de f ssi x¢(A) = 0 ie X est une racine de x;.

2. X est une valeur propre de A ssi x4(A) = 0 ie X est une racine de x 4.
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Preuve.
Les deux énoncés sont équivalents. Prouvons le premier.
A€ Sp(f) <= 3Jx € E\{0} f(z) =Xz
< dx € E\{0} z € ker(A\ldg — f)
< Mdg — f ¢ GL(E)
<~ det(Mdg — f)=0 n

Déterminer les éléments propres

On procede comme suit :

1. Calculer le polynéme caractéristique

2. Trouver les racines dudit polynéme

3. Calculer les espaces propres qui correspondent.

' _11> € My (C).

On a x4 = X2 —2X + 2 donc les valeurs propres de A sont 1 =+ 1.

I1.3.2 Exemple
Trouver les éléments propres de A = <

x—y=1+4)x
r+y=(1+4y
(on remarque que la deuxiéme ligne est forcément proportionnelle & la premiere car 1+ 4 est valeur propre donc

E14; # {0}. Ici le facteur est 4). Ainsi Eq4; = Vect (1)

1

— Calcul de E; ;. Soit X = <§> €C? X € Byyyssi AX = (1 +4)X ssi ssi —tx —y =0

— Calcul de F1_;. On trouve E;_; = Vect < 1 )

I1.3.3 Corollaire
Tout endomorphisme de E posséde n valeurs propres dans C (comptées avec multiplicité).

Soit M € M,,(K) de la forme M = 0 C ou A, C sont des matrices carrées (de tailles quelconques, y compris
1). Alors det(M) = det(A) det(C).

I1.3.4 Proposition (Déterminanz }'Xriaﬁjulaire par bloc)

Preuve.
Notons A € M,(K) (ie notons p la taille de A).
— Sip =1, alors le résultat est simplement I’application du développement par rapport a la premiére colonne.
— Supposons le théoréme vrai pour les matrices A de taille p > 1. Montrons le pour A de taille p + 1
1. Si la premiére colonne de A est nulle alors det(A) = det(M) = 0 et la formule est vérifiée.
2. Siay,1 # 0 alors on élimine tous les termes de la premiere colonne de A par opérations élémentaires

sans changer ni la valeur de det(A) ni celle de det(A). Notons A" € M,,(K) la matrice obtenue apres
opérations puis en retirant les premiéres lignes et colonnes de A. On a alors det(A4) = a1 1 det(A4’) et

"9
det(M) = a1 AO C = a1, det(A") det(C) = det(A) det(C). par hypothese de récurrence.
3. Sia11 =0, on échange deux lignes dans M (et dans A) pour placer un coefficient non nul en position
1,1. Ceci oppose a la fois det(A) et det(M). On est maintenant revenu au cas précédent, sauf que
l'on calcule —det(M) = (—det(A)) det(C).
— Par récurrence, le théoréme est vrai pour toute taille de la matrice A. [

I1.3.5 Théoréme
Soit f € L(E) et A € Sp(f). Notons p(\) la multiplicité de A comme racine de xs (on appelle cette quantité la
multiplicité de la valeur propre ).

1 < dim(Ex(f)) < ()
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Preuve.
— A est une valeur propre de f donc Ey # {0g} de donc 1 < dim(E})).
— Soient (eq,...,ep) une base de Ey. On compléte cette base en B = (eq,...,e,) une base de E.
Alors Matg(f) = My B ou 0, B, C sont des matrices. Ainsi, pour z € K, x7(z) = (2=, -B =
0 C o ' ’ » XS 0 zl, p,—C
det((x — N\)Ip)) det(zl,—p — C) = (. — X\)Pxc ().
Ainsi A est racine de multiplicité au moins p de x. [
11.3.6 Exemple 1 1
Reprendre [[1.2.2| et calculer les espaces propres. On trouve Fy = Vect | 1] et E_; = Vect | —1
1 1

I1.3.7 Exemple
Trouver un exemple ot dim(Ey) = u(A) > 1. Prendre une matrice diagonale, ou une projection.

III Diagonalisation

Rappel : E est toujours un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

III.1 Diagonalisabilité

II1.1.1 Définition
1. Soit f € L(E). On dit que f est diagonalisable ssi il existe une base B de E telle que Matg(f) est diagonale.

2. Soit A € M,(K). On dit que A est diagonalisable ssi son application linéaire canoniquement associée est
diagonalisable ssi A est semblable & une matrice diagonale.

I11.1.2 Exemple
Les projecteurs et symétries.

I11.1.3 Proposition
Soit f € L(FE). f est diagonalisable ssi il existe une base B de E composée de vecteurs propres de f.

Dans ce cas Matg(f) est diagonale et sa diagonale est composée des valeurs propres de f associées aux vecteurs
propres de B.

Influence de K

Comme on 'a vu en pratique, il peut étre insuffisant de chercher a diagonaliser un R-endomorphisme sur R. On
peut parfois considérer E comme un C-espace vectoriel (polyndome, matrices, colonnes) si cela est autorisé par 1’énoncé.

I11.1.4 Exemple
1. La matrice de [[1.2.2[ n’est pas diagonalisable. En effet les seuls vecteurs propres de A sont dans E; ou F_1. Si
on prend 3 vecteurs propres, au moins deux appartiennent a 'une des deux droites F; ou E_; donc la famille

est liée.

2. La matrice de [II.3.2] est diagonalisable dans Ms(C) mais pas dans My(R). Si e; € E1_;et ea € Ei4; et
P = Matg,_(e1,ez) alors PTLAP =D = (1 —i 0 )

0 1414
Remarquez quon a A = PDP™1,

II1.1.5 Théoréme
Soit f € L(FE). f est diagonalisable ssi € FE) = E.
AesSp(f)

Preuve.

On sait déja qu'une somme d’espace propres est directe et donc a priori @ FE\ C E.
AeSp(f)
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— Supposons €@ E, = E. Alors la concaténation de bases des E) est une base de F qui est composée de
AESP(f)
vecteurs propres (des vecteurs NON NULS des E), car ils se trouvent dans des familles libres).
— Réciproquement, supposons f diagonalisable. Soit B = (ey,...,e,) une base dans laquelle Matg(f) est
diagonale. Elle est composée de vecteurs propres par définition des vecteurs propres (encore une fois, des
vecteurs d’une famille libre sont forcément non nuls). Ainsi pour tout k& € [1,n], e; € @ E) (il est

A€SP(f)

dans I'un des espaces de la somme). @) FE) contient donc une base de E donc E C @ FE) ce qui
AeSP(f) AESP(f)

prouve ’égalité de ces ensembles. [

II1.1.6 Théoréeme
Soit f € L(E).

f est diagonalisable sur K ssi xs est scindé sur K et pour tout A € Sp(f) dim(Ey) = p(A) (la multiplicité de
A en tant que racine de xy).

Preuve.
— Supposons f diagonalisable. Alors € FE\ = FE,ainsi Y dim(E))=dim(E).
AeSp(f) AeSp(f)
Or on a également >, dim(Ey) < >, p(A) < n (un polynoéme de degré n ne peut pas avoir plus
Aesp(f) AeSp(f)

de n racines dans K).
Ainsi x¢ est scindé. De plus, > (u(A\) —dim(Ey)) = 0 et donc tous les nombres de cette somme sont

AESP(f)
>0
nuls.
— Réciproquement, supposons x s scindé et Ey de dimension maximale pour tout A € Sp(f).
Alors @ E\ C E et dim P E.| = > dim(E)) = n ce qui prouve 'égalité de ces deux
AESP(/) AESP(f) AeSp(K)
espaces vectoriels et donc la diagonalisabilité de f d’apres le théoréme [[IL.1.5] n

Remarque

On a prouvé au passage que [ est diagonalisable ssi la somme des dimensions des espaces propres vaut n.

IT1.1.7 Exemple 1 1 1
1. Montrer que f € L£L(R?) canoniquement associée & A= |1 1 1| est diagonalisable.
1 1 1

N 20 +vy o .
2. Montrer que f : <y) — (_2$ B y) est diagonalisable.

I11.1.8 Proposition
Soit f € L(E). SI xy est scindé sur K et a racines simples ALORS f est diagonalisable.

Remarque

Cette condition n’est absolument pas nécessaire : prendre une projection sur un plan de R3.

Traduction sur les matrices

Elle est immédiate. Soit A € M, (K)
1. A est diagonalisable ssi il existe une base B de K" composée de vecteurs propres de A. Si on note P la matrice
de passage de la base canonique & B alors P~ AP est diagonale.

2. A est diagonalisable ssi €@ FE) =K".
A€Sp(A)

3. A est diagonalisable sur K ssi x4 est scindé sur K et pour tout A € Sp(A) dim(E)) = p(A).
4. SI x4 est scindé sur K et a racines simples ALORS A est diagonalisable.
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II1.2 Applications
Calcul de puissances
Soit f € L(E) et A € M, (K)

1. Si x est un vecteur propre de f associée au scalaire A alors f(z) = Az et Vk € Nf¥(z) = \ru.

2. Si A est diagonalisable sous la forme A = PDP~! alors Vk € N A = PD*P~1.

Matrices particuliéres

1. Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente d’ordre p > 0. Soit A une valeur propre complexe de N et X € E\(N).
Alors pour k € N, N*X = M*X en particulier pour k = p, 0 = A?X donc \? = 0 et finalement A = 0.

La seuls valeur propre possible de N est 0 et donc N ne peut pas étre diagonalisable (Sinon N = Px0x P~1 = 0).

2. Soit A € M,,(K) une matrice n’ayant qu’une seule valeur propre A et diagonalisable.

Alors pour une certaine matrice P, A = PAL,P~! = \I,,.

Une suite d’ordre 3

Soit (un)nen une suite de réels vérifiant Vn € N u,13 = dupyo — Upy1 — Buy,.

Un Un+1 0 1 0
Pour n € N, on note X,, = | tp41 |. Alors X,,41 = Up+2 =| 0 0 1]X,
Up42 AUp4o — Upg1 — BU, -6 -1 4
Par une récurrence immédiate, X, = A"X,. Calculons A" en la diagonalisant si possible. On a y4(X) = X3 —
-1 0 0
4X?2 + X +6 = (X +1)(X —2)(X — 3). Ainsi A est diagonalisable et D = [ 0 2 0| est une matrice diagonale
0 0 3

associée via la matrice de passage P.

On a alors X,, = PD"P~'X,. Les coefficients de PD"P~! X sont des combinaisons linéaires de (—1)",2" et 3".
Ainsi Vn € N u,, = a(—1)" 4+ 52" + v3™ avec «, vy € R a déterminer.

I11.2.1 Théoréme

p—1
Soit (u,,) € KY une suite et p > 1. On suppose qu'il existe ag, ...,a,-1 € K tels que Vn € N u, 1, = > aptin ik
k=0
1. Le polynéme P = — Zi;é ar X* + XP est appelé polynome caractéristique de (u,).
2. Si P est scindé a racines simples, notées Ay, ..., A\, alors il existe des scalaires a1, ... a, tels que

p
Yn e Nu, = ZOZW\Z
k=1

Preuve.
Reprenons la trame de I’exemple précédent.

0 1 O 0
0 0 1 0
La matrice est maintenant A(ag,...,a,-1) = | : Soit z € K.
0 0 1
agp . ap—1

(0]
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z -1 0 0
0 r -1 0
xa(z) = -
0 T -1
—ag T —ap-1
T -1 0 -1 0 0
z -1 0
=z + (=1)PT (—ap)
T -1
—ai ... T — ap—1 r -1
=z det(xlp—1 — Aa1,...,ap—1)) — ao
p—2
On peut donc procéder par récurrence, si det(xl,—1 — A(a1,...,ap-1)) = 2P~1 — 3 apy12* (remarquer le
k=0

changement d’indice pour a, le premier des coefficients dans la matrice est a;) alors

p—2 p—1
xalx) ==z (ajp_l — E akﬂxk) —ag=12P — E apz”
k=0 k=0

en changeant d’indice et en incorporant ag a la somme.
Si x4 est scindé a racines simples, alors A est diagonalisable et on peut conclure comme dans I'exemple
précédent. =

I11.2.2 Exemple
Dans le cas général, montrer que les espaces propres de A(ag,...,a,—1) sont des droites et donc que A(ag,...,ap—1)
est diagonalisable ssi y est scindé a racines simples.

IV Trigonalisation

IV.1 Théorie

IV.1.1 Théoréme
Soit f € L(F). xs est scindé sur K ssi il existe une base B telle que Matg(f) est triangulaire supérieure (on dit
que f est trigonalisable).

La diagonale est constituée de toutes les racines de x s, avec multiplicité (une racine de multiplicité » apparait
r fois sur cette diagonale).

Preuve.
Admis! n

IV.1.2 Corollaire
Soit A € M,,(K). Alors A est trigonalisable dans C ie il existe P € G L, (C) telle que PAP~! est triangulaire supérieure.

Preuve.
Tout polynéme de C[X] est scindé! L]

IV.1.3 Exemple
On reprend la matrice du|l1.2.2] A n’est pas diagonalisable car dim(E;) =1 < 2 = p(1).

1 1
Onnoteu=|—-1]| ecv=1[1]. Alors Au = —u et AV = .
1 1

Trouver w tel que Aw = w + v. Le systéme a résoudre est

—r+y=1 4
I
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0
On prend w = [ 1]. Dans la base B = (u,v,w) la matrice de 'endomorphisme canoniquement associé a A est
2
-1 0 O
0 1 1] quiestbien triangulaire.
0 0 1

IV.2 Conséquences pratiques

IV.2.1 Proposition
Soit f € L(E) et A1,..., A, les racines (complexes) de x ¢ non nécessairement distinctes.

1. te(f) = kii:l Ak

2. det(f) = kﬁ[l A

Le méme résultat vaut pour les matrices.

Remarque

On retrouve le fait que f est bijective (ou A est inversible) ssi 0 n’est pas valeur propre de f.

IV.3 Deviner la derniére valeur propre

2 1 1
Remarquons que 1 est valeur propre au moins double de A = |1 2 1| Comme tr(A4) = 6, la derni¢re valeur
1 1 2
t

propre complexe A vérifie 1 + 1+ A =6 et donc A = —4. On a calculé la trace d’'une matrice triangulaire semblable a
A.
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Chapitre 9

Intégrales a parametres

I Intégrales dépendant d’un parametre

I.1 Cadre d’étude

Transformée de Laplace

Soit f une fonction définie sur R* au moins et continue.

La transformée de Laplace de f est la fonction F'(p) = 0+OC f(t)ePtdt quand cette fonction F est bien définie. En
particulier, si f est un O (t*) pour un k € N alors F' est bien définie sur ]0, +o0|.

Si f est intégrable sur R* alors F' est définie sur [0, 4-o0].

La fonction Gamma

Soit a € R. A quelle condition sur « l'intégrale f0+oo t~Lleldt est-elle convergente ?
Remarquons que f : ¢ :— t““le™ est continue et positive sur ]0, +o00[ et méme continue en 0 (par prolongement)
sia>1.
— Etude en 0. On a f(t) ¥ t*~! qui est intégrable au voisinage de 0 ssi —(a — 1) < 1 ie @ > 0. Par comparaison

de fonctions positives, f est intégrable sur |0, 1] ssi @ > 0.

— Etude en +o00. On a t2f(t) = toTle! N 0 par croissances comparées et donc f(t) = 0+oo(%. Par compa-
— 400

raison de fonctions positives, f est intégrable sur [1, +00[.

Conclusion : f est intégrable sur |0, 4+o00[ ssi a > 0.
0,4+00[ — RT

. Cette fonction est bien définie.
T f0+oo t*—le~tds

On pose maintenant I : {

1.1.1 Exemple

Montrer que la fonction f : z +— f0+°o tﬁ::x dt est bien définie sur ]0, +oo].

1.1.2 Exemple
Donner ensemble de définition de f : z — [ cos(x sin(t))dt.

1.2 Continuité

1.2.1 Théoréme Ix] — K
Soit I, J deux intervalles non triviaux de R, ¢ :
(z,t) = o(z,1)

1. Pour z € I fixé, g, : t — p(z,t) est continue sur J.

une fonction. Supposons que :

2. Pour t € J fixé, ¢, : x — @(z,1) est continue sur I.

3. (hypothese de domination) Il existe g : J — R une fonction positive, continue et intégrable sur J telle que

V(z,t) € IxJ |p(x,t)] < g(t)

K
Alors la fonction f : { : i est définie et continue sur I'intervalle I.

Jgo(x,t)dt
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Preuve.
On montre juste que f est bien définie, ie que pour x € I fixé, fJ o(z,t)dt converge.

Or pour z fixé, on a Vi € J |o(x,t)| < g(t) avec g intégrable sur J. Par comparaison de fonctions positives,
t — o(z,t) est intégrable sur J donc son intégrale converge. Ainsi f(z) existe bien. m

Remarque

1. La premiére hypothése assure que la convergence de l'intégrale [ 5 (z,t)dt peut avoir du sens.

2. La deuxieme hypothese est “naturelle”. On veut que la fonction f qui dépend de = soit continue. Il faut donc
partir de fonctions de x qui soient continue.

3. La troisieme hypothese est la plus importante et la plus délicate en pratique. Il faut trouver un majorant de
|o(z,t)| qui ne dépend pas de la valeur de = mais peut éventuellement dépendre de celle de t.

Ensuite on prouve que notre fonction majorante est bien intégrable, en utilisant souvent le théoréme de compa-
raisons des fonctions positives.

1.2.2 Exemple

Montrer que f : 2+ [ cos(zsin(t))dt est continue sur R. On pose ¢ : (z,t) — cos(x sin(t)) définie sur R x [0, 7].
1. Soit z € R fixé. On a déja vu que t — @(z,t) est continue sur [0, 7).
2. Soit t € [0, x] fixé. Alors x — cos(z sin(t)) est continue sur R (de la forme x +— cos(az) pour un «a € R fixé).

3. Dominons! Soit (z,t) € R x [0,7]. Alors | cos(zsin(t))| < 1. Comme la fonction constante 1 est intégrable sur
[0, 7] on peut appliquer le théoréme précédent.

Conclusion : f est continue sur R.

Remarque sur ’hypothése de domination

Le cas précédent peut se généraliser facilement dans le cas ou 'intervalle d’intégration J est un intervalle de la
forme [a, ). Il suffit de trouver une constante qui majore |¢p|.

Si de plus on a I = [a,b] et que ¢ est continue sur [a,b] x [a, §] qui est fermé et borné, alors |p| est également
continue et donc est bornée sur ce fermé borné (on sait méme qu’elle atteint un minimum et un maximum). Ainsi on
peut dominer par une constante et conclure.

1.2.3 Proposition
Soit f : I — K une fonction.

Pour k € NU {oo}, f est de classe C* sur I si et seulement si f est de classe C* sur tout segment [a,b] inclus
dans I.

Preuve.
Commengons par prouver la continuité (ou dérivabilité) de f sous I'hypothése f est continue (respectivement
dérivable) sur tout segment inclus dans 1.

Soit xy € I. Si g est une borne de I, et J un segment non réduit a un point d’extrémité z( et inclus dans
1. Alors la continuité de f en xg est une continuité a gauche ou a droite et est donc assurée par la continuité
sur J.

Si z n’est pas une extrémité de I, on prend cette fois un segment contenant z( (de la forme [xg — o, z¢ + @
pour un « > 0) et la continuité de f en xg est bien assurée (& gauche et & droite).

Les mémes arguments assurent la dérivabilité.

Le reste de la preuve se fait par récurrence : si f est C¥t1 sur tout segment pour un k > 0 fixé, alors f est
dérivable sur I et f’ est C* sur tout segment donc C* et finalement f est bien CF+1,

On conclut grace au principe de récurrence. ]

Domination locale
10, +o0] — RT
L: +00 Lp—1 -t '
r o [, T e dE
Soit a,b > 0 avec a < b. Montrer que I est continue sur [a,b]. On pose ¢ : (z,t) — t* te~t = e(z= D)~
1. Pour z € [a,b] fixé, t — ¢(x,t) est continue sur ]0, +0oo].

2. Pour t > 0 fixé, x — @(z,t) est continue sur [a, b].
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te~le=t sit €]0,1
3. Soit x € [a,b] et t > 0. t" et < 10,1]

t'"retsit > 1
Dans tous les cas [t*"te™!| < (1971 + P~ 1)e~! qui est intégrable sur |0, 400 par somme et d’apres 'étude du
début de chapitre.

Finalement I" est continue sur [a, b].
Montrons maintenant que I' est continue sur ]0,+oo[. Soit > 0. Alors T' est continue sur [x/2,2 + 1] et donc
continue en z. Ainsi I' est continue sur ]0, +oo].

Remarque sur la domination

Le raisonnement est trés souvent (dans le cas ol on parle d’intégrales impropres), de fixer ¢t € J et trouver la plus
grande valeur de |o(z,t)| pour x dans Uintervalle considéré.

1.2.4 Exemple o
Montrer que la fonction f:z — [? S;j_(;)

On remarque que méme pour z =0, ¢t —

dt est définie et continue sur Rt.

sin(t)

==~ se prolonge par continuité en 0 (valeur 1) car sin(t) i

IT Dérivabilité

II.1 Approche intuitive
Le résultat désirable

On reprend le cadre précédent et on se demande si la fonction f : z +— [ 5 p(x,t)dt est dérivable. Il s’agit d'une
fonction de la variable z, si tout se passait pour le mieux on pourrait dériver par rapport a z comme des brutes :

df(z) _d _ [ Oe(x,t)
o - a/‘]go(x,t)dtf/‘] o de

Hypotheéses

Donner les hypotheses sur ¢ pour que les intégrales considérées puissent exister.

I1.2 Le théoréme

IxJ — K
(z,t) = ox,t)
. Pour z € I fixé, p, : t — p(x,t) est continue sur J et intégrable sur J.

une fonction. Supposons que :

I1.2.1 Théoréme
Soit I, J deux intervalles non triviaux de R, ¢ : {

. Pour t € J fixé, ¢ : x +— ¢(x,t) est de classe C* sur I.

. Pour z € I fixé, t — g—i(az,t) = @} (x) est continue sur J

- W NN

. (hypothese de domination) Il existe g : J — R une fonction positive, continue et intégrable sur J telle que
dp

K

[ oz, t)dt est définie et de classe C! sur I'intervalle I. De plus, pour x € I
J )

Alors la fonction f : { :

r@ = [ G0

Remarque sur les hypothéses

1. Vérifier 'intégrabilité de la fonction de ¢ revient a déterminer le domaine de définition de f. En particulier, si
on a déja prouvé la continuité de f, c’est déja prouvé!

2. On veut dériver par rapport a x, comme d’habitude, on s’assure que cette opération est licite.
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3. Nous n’intégrons que des fonctions continues. Vu la conclusion (désirée, voir le point précédent), cette vérification
est naturelle.

4. Cette fois, c’est la dérivée partielle par rapport a x qu’il faut dominer. Les mémes remarques et techniques
s’appliquent. En particulier, le but est d’obtenir un majorant qui ne dépend pas de .

11.2.2 Exemple
Montrer que f: 2+ [ cos(zsin(t))dt est de classe C' sur R.

La fonction ¢ : (x,t) :— cos(x sin(t)) est dérivable par rapport & « par composition et g—ﬁ : (x,t) — —sin(t) sin(z sin(t))
est continue sur R x [0, 7]. Ceci prouve les 3 premieres hypotheéses.

Pour (z,t) € R x [0, 7], (:c t)] <1 et 1 est intégrable sur le segment [0, 7]. D’aprés le théoreme de dérivation
des intégrales a parameétres, f est de classe C! sur R et f': 2z [ sin(t) cos(x sin(t))dt.

Fonction I'

Montrer que la fonction I' est de classe C*° sur tout [a,b] segment non trivial de ]0, +oo[. On en déduit que I' est
de classe C* sur 0, +o00].

La classe C*>®

En résumé, pour prouver que f est C*
1. Justifier des continuités.

2. Calculer les dérivées partielles par rapport a x, justifier les continuités par rapport a ¢ puis dominer chaque
dérivée.
11.2.3 Exemple _
Soit f:x— f0+°° e*‘”t%dt. Donner le domaine de définition de f, prouver que f est C! et calculer f’.
RxRY — R

(z,t) e =t

Pour z = 0, I'intégrale f(0) converge d’apres le cours sur les intégrales. Pour x > 0, e~ Sln(t)| = 0400(7%) donc
f(x) existe bien.
Soient a > 0. On va montrer la classe C! sur [a, +00].

La fonction ¢ est {

1. Soit = > a fixé. t — @(x,t) est continue et intégrable sur |0, +oo[ d’apres I’étude précédente.
2. Soit t > 0 fixé. t — p(z,t) est de classe C! sur [a, +o0[ et a“” 2(x,t) = e "' sin(t).
3. Soit = € [a, +oo[ fixé. t — e~ *'sin(t) est continue sur |0, +oo[.

Remarque : on peut remplacer ces deux derniéres vérifications par : ¢ € C*([a, +00[x]0, +o00o[, R) par composition,
produit et quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.

4. Soit x > a et t > 0. e sin(t)| < e~ qui est intégrable sur |0, +o0l.

Finalement, f est de classe C! sur [a, +00| et donc (le raisonnement étant valable pour tout a > 0) sur ]0, +o0].

De plus, pour z > 0, f'(z) = +°O e~ “tsin(t)dt = Irn(fJroo e~ Ttritdt) = Im(— x_H) -1
Ainsi f(z) = K—arctan(z). De plus pour tout ¢ > 0, | = ()| < 1 (IAF par exemple), donc | f(z)| < Jo Femrtdt =
Ainsi f(x) — 0 et finalement f(x) = § — arctan(z) pour tout x > 0.
T—400
11.2.4 Exemple Rt x [O’ 1] —- R e~ 22 (14t2)
On considere la fonction ¢ : —214¢2) et frix f et
(@,t) = Sy "

Montrons que f est bien définie et de classe C! sur Rt

2 2
e ™ (14t

— Soit z > 0 fixé. Alors @, : t = S —
Ainsi f est bien définie sur R¥.

est continue sur le segment [0, 1] donc intégrable.

a2 2
— Soit t € [0, 1] fixé. Alors ¢; : @ — % est bien dérivable par composition (et produit par une constante) et
pour x > on a g” (z,t) = —2ge—a (14,

— Soit 2 > 0 fixé. Alors t — 2ze~% (1+t*) st bien continue sur [0, 1] par composition (et produit par une constante).

— Soient a,b > 0 avec a < b.

g—‘; est continue sur [a,b] x [0,1] qui est fermé et borné donc est bornée par une constante M € RY qui est

intégrable sur [0, 1].
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On a montré que f est C! sur tout segment [a, b] C [0, +oc[ (on peut prendre a = 0) et donc f est C! sur RT.
De plus, pour z > 0

1 1 T
f(x) 2/ —2ze T e dt = —2e7 / e @) pdt = —2e7® / e~ dt
0 0 0

xT
Sion pose g:z+— [ e~ dt alors g est la primitive de ¢ — e~ sur R qui s’annule en 0 et on a f'(z) = —2¢'(x)g(z) =
0
—(9%)'(2).
Ainsi f = —g® + K ot K est une constante & déterminer. Comme f(0) = § et g(0) =0, on a K = I.

1
De plus, f(z) o 0 car f est positive et vérifie 0 < f(z) < fe_xzdt = ¢~%". Comme g(xz) = 0 pour z > 0 on en
@ 5

g . _ 7
déduit que ETOO g(x) = 5.

x
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Chapitre 10

Courbes paramétrées

Dans tout ce cours, I désigne un intervalle non vide et non réduit a un point.

I Fonctions a valeurs dans R"

En pratique, n = 2 ou 3, mais cette distinction n’est pas vraiment nécessaire dans ce qui va suivre.

I.1 Norme, distance

1.1.1 Définition
Si X,Y € R", sont de coordonnées (x;)icq1p] €t (¥i)ie[1,n], alors le produit scalaire (canonique) de X et Y (noté
< X,Y > ou (X|Y)) est

n
<XY >=)
i=1

n
La norme de X est donnée par | X| = /< X, X > = /> 27 et la distance de X & Y est [|X — Y. On note cette
\ =1
derniére d(X,Y).

1.1.2 Proposition
1. Le produit scalaire est symétrique (< X,Y >=< Y, X >), bilinéaire, positif (< X, X >> 0)

2. La norme vérifie :
— | X]|=0 < X=0
— VAR AX] = [AlIX]
— X+ Y < IX]+ Y]l

— X[ =Y < |IX £ Y
P P
Z:IOM,Xi < Z:l Jovi || X |

Les trois derniéres propriétés sont appelées inégalité triangulaire

— Pour (a)ie1,p) € RP et (X;) € (R™)P

I.2 Continuité, dérivabilité

1.2.1 Définition
Soit f : I — R™ une fonction, a € I et b € R™. On dit que f admet b comme limite en a (notations habituelles) ssi

Ve>0da>0Vtel|t—al<a=|f(t)—b||<e

Dans le cas ol b existe, elle est unique et vaut f(a). On dit alors que f est continue en a.
f est dite continue sur [ si elle est continue en tout point a de I.
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1.2.2 Proposition N by
Soit f: 1 = R", f=| : [ (les fonctions fi,..., f, sont appelées applications coordonnées). Soit b= | : | €
fn bn,
R™ et a € 1.
}gi}lf(t) =b < Vie[l,n] tll_r}}lfz(t) = b
Preuve.

Pourt € I et i € [1,n], on a |f;(t) — b;| < || f(t) — b| (avec égalité ssi toutes les autres coordonnées de f(t) —b
sont nulles). Or f(t) e b <= |f(t) =0 e 0.
—a —a

Ainsi SI f(t) — b ALORS f;(t) — bs.
t—a t—a

n

Réciproquement, observons que ||f(t) — bl = /> (fi(t) — b;)?. Par compositions, somme puis composition
i=1
(trouver les fonctions), si tous les f;(t) — b; tendent vers 0 alors || f(¢) — b|| = 0. ]
—a
Remarque

On retrouve le fait (connu) que la continuité des fonctions & valeurs complexes est équivalente & celles des parties
réelle et imaginaire. De manieére plus générale, f est continue ssi toutes ses applications coordonnées sont continues.

Dérivabilité

La définition de la dérivabilité (tout court, & gauche ou a droite) est mot pour mot la méme que pour des fonctions

a valeurs réelles. Seule change la définition du symbole lim utilisé. Remarquons que les quotients du type fM=f(a)

t—a
sont bien définis car ﬁ est un réel (ce quotient est bien définit deés que f est & valeurs dans un R — ev : on doit
pouvoir faire des produits par des réels et une soustraction sur les valeurs de f).

Quand f est dérivable sur I, la fonction dérivée f’ est a valeurs dans R".

Cinématique

Si la fonction f étudiée représente les coordonnées d’un mobile au cours du temps, alors f’ est le vecteur vitesse
du mouvement.

1.2.3 Proposition

f I — R™ est dérivable (en un point ou sur I) ssi ses fonctions coordonnées fi,..., f, le sont et on a alors
fi

f'=1 | f est alors continue.
fa

1.2.4 g]gé((e le
t— (sin ( t) ; est dérivable sur R. Reconnaitre la fonction a valeurs complexes associée.

1.2.5 Proposition
L’application D : f + f’ est linéaire de D(I,R") dans (R")! ie pour f,g : I — R™ dérivables et a, 3 € R,
(af+Bg) =af + By

Preuve.
Le vérifier sur chaque coordonnée. [
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1.2.6 Proposition
Soient f,g € D(I,R™) et u € D(I,R),v € D(J,I) (v est a valeurs dans I).

1. u x f est dérivable et (uf) =u'f +uf’.

. Si u ne s’annule pas 1 f est dérivable et (%f)/ = Luf —uf)

. fow est dérivable sur J et (fov) =o' x ffowv

< f,g > est dérivable et (< f,g>) =< fl,g>+< f, ¢ >

(cas n=3) f Agestdérivableet (fAg) =f ANg+ fAg.

(cas n = 2) det(f, g) est dérivable et (det(f,g)) = det(f’, g) + det(f,g’).

> ol E W

1.2.7 Exemple
Soit f: I — R™ dérivable. Etudier la dérivabilité et la dérivée de | f]|.

I.3 Taylor-Young
Dérivées d’ordre supérieur

On peut étendre de maniére similaire (en reprenant les méme définitions, puis on constate qu’il suffit de vérifier
la propriété sur les fonctions coordonnées) les notions de dérivées d’ordre k, de classe C* pour les fonctions & valeurs
dans R™.

Combinaison linéaire, produit

Les formules de dérivée k-ieme usuelles s’appliquent encore (avec les méme preuve) dans le cas d’une combinaison
de fonctions D*¥(I,R") et dans le cas du produit uf ot u € D*(I,R) et f € DF(I,R") (I'idée est qu’il faut s’assurer
que les opérations en jeu possedent un sens : pas de produit de vecteur, on ne somme pas un nombre et un vecteur...)

04(1)

Dans la suite du chapitre, la notation o4(1) représente une fonction (& valeurs dans R™) dont la limite en a est | :
0
1l s’agit donc d’une fonction & valeurs dans R™ dont toutes les coordonnées sont des 0, (1) (celui que 'on connaissait).
Plus généralement si g est a valeurs réelles, o,(g) sera une fonction vectorielle dont toutes les coordonnées sont des
0a(g) au sens habituel.

1.3.1 Théoréme (Taylor-Young)
Soit f € CP(I,R™) et a € I Alors

(t—a)? (t —a)?

f(t) = f(a) + (t—a) f'(a) + @)+ + ——fP(a) + (t — a)Pou(1)
N——" 2! N——" p!
vitesse accélération
II Etude de courbes
II.1 Courbes dans R?
I1.1.1 Définition I o R2
Une courbe paramétrée de classe C¥ dans R? est une fonction f : tos M) Le support de la courbe est f(I)

(Pensemble des points M (t), ou encore la trajectoire du point M) .

cos(t)

sin(t)) définie sur [—m, 7] 7 Remarquer que la variable ¢ n’apparait pas

I1.1.2 Exemple
Quel est le support de la courbe t > (

graphiquement.
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t ) . . .
On note souvent M (t) = (;E t;) Le but n’est pas de tracer la courbe représentative des fonctions = et y mais bien

la trajectoire du mobile dont on connait les coordonnées en fonction du temps.

I1.1.3 Définition
Soit f une courbe C!(I,R?) et to € I. Si f'(tg) # 0, on dit que le point t, est régulier, sinon on dit qu’il est singulier.
Si tous les points de f sont régulier, f est dite réguliere.

Courbes représentatives

Soit ¢ : I — R une fonction C! (numérique). On considére la courbe f : t < t )

()
Le support de f est alors {<<Pft)> | t € I}, c’est & dire la courbe représentative de la fonction ¢! De plus, f est
réguliere.

Question subsidiaire : que dire de la courbe paramétrée g : t — <cp§t)> ?

I1.2 Domaine d’étude

Tres souvent, il faudra calculer I. Tout comme pour les fonctions numériques paires, impaires ou périodiques, on
peut parfois réduire I’étude a un intervalle plus petit. Ceci correspond a une certaine symétrie du support de la courbe.

Méthode générale

Il s’agit d’observer les coordonnées de M(p(t)) ott ¢ : t +» —tout+ T outy—tou .. Si les coordonnées

obtenues correspondent & une transformation géométrique connue, on réduit 'intervalle d’étude, et on appliquera la
transformation au morceau de support déja tracé.

I1.2.1 Exemple In(t)
1. Réduire le domaine de t ( ot )
211

2. t— ?Os(t) . Attention a la traduction de la périodicité.
sin(2t)

to—t

Sur un intervalle du type [0, %] on peut toujours essayer de changer ¢t en ¢y — ¢ pour se ramener & une étude sur
0.%].
Plus généralement, donner la transformation affine correspondante pour Uintervalle [a, b].

II.3 Tangentes, variations

Maintenant que nous disposons d’'un domaine d’étude raisonnable, il nous faut tracer l’allure du support. Pour
cela nous allons déterminer si la courbe se “dirige” vers la gauche ou la droite (x est décroissante ou croissante), vers
le haut ou le bas (variations de y).

Etude des variations

Il s’agit 1a simplement de donner un tableau de variations complet pour x et y, tout en notant les points d’annu-
lation des dérivées (on repére ainsi les éventuels points singuliers).

Cordes

M(a) M)

La corde passant par les points (distincts) M (t) et M (a) est dirigée par le vecteur unitaire o]
a

I1.3.1 Définition
Soit f : I — R? une courbe paramétrée et ty € I. On dit que f posséde une demi tangente & gauche (resp. a droite)
en tp ssi lim % existe (resp. limite & droite). Notons #_ et # ces limites quand elles existent.

t—a—

La demi-tangente & gauche de f en a est alors f(a) + Vect(@_) et la demi-tangente & droite est f(a) 4+ Ray. Si ces
droites sont confondues (@_ et @y sont colinéaires) alors la droite obtenue est la tangente & f en a.
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I1.3.2 Théoréme
Si to est un point régulier de la courbe f alors f posséde une tangente en ¢y dirigée par f'(tg).

Preuve.
D’apres le théoreme de Taylor-Young, et par continuité de la norme, ||f(t) — f(to)]| ~ [t —tol||lf'(to)]| # 0. Ainsi
0
S(t)—f(to) f()—f(to) f'(to)
TFO—FGo 3, TF (to)H [t—tol t_0> iHf ()l "
I1.3.3 Exemple cos(t)
Remarquer les tangentes horizontales et verticales de t — (sin 2 t)>

II1.4 Points singuliers
Continuer a dériver

Le raisonnement précédent s’étend sans difficulté cas le cas ot f/(tg) = 0 mais f)(tg) # 0 pour un p > 1 (que 'on
prend le plus petit possible). Allons plus loin et trouvons de plus ¢ > p le plus petit entier tel que i, = f ®) (to), Uy =
F@D(ty) est libre.

Alors dans le repere (M (to), Up, Uy), les coordonnées de M (t) (notées «(t) et B(t)) vérifient

a(t) = C50 4 o1, ((t — to)?)
B(t) = LX 4 oy, ((t — 1))

c’est & dire que la courbe “suit” les directions d’abord de sa tangente (de direction ,) puis de .

Cas p=1, q=2

La vitesse et ’accélération ne sont pas colinéaires. C’est le cas le plus classique. Le point est dit birégulier. Dans
ce cas la vitesse donne la direction de la tangente et I'accélération le sens de “courbure”.

Cas général

Suivant la parité de p et ¢ on obtient les 4 cas suivants.

Fla(ty) F{tg)

£ () F@(ta)

Point ordinaire Point d'inflexion

F9(t) FO(y)

o) (ty) P ()

Rebroussement 1ére espéce Rebroussement 2¢éme espéce

En pratique

On peut tout a fait utiliser un développement limité de x et y pour obtenir des vecteurs proportionnels aux dérivées
successives.
I1.4.1 Exemple ch(t)
Etudier la tangente au point de parametre 0 de ¢ — ( 3 )
cos(t) + 2k cos(%))

Trouver en fonction de k € R les éventuels points singuliers de t — < sin(?)
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II.5 Branches infinies

I1.5.1 Définition -
Soit f : I — R? une courbe paramétrée et a € I. On dit que f posséde une branche infinie au voisinage de a si }im x(t)
—a

et tlim y(t) existent et qu’on est dans un des cas suivant
—a

1.
2.

Une des limite est infinie et Pautre finie : on obtient une asymptote horizontale ou verticale.
Ces deux limites sont infinies.

(a) Si 1}im % = 0 alors on dit que f posséde une branche parabolique de direction (Ox).
—a

(b) Si tlirn % = 400 alors on dit que f posséde une branche parabolique de direction (Oy).
—a

(c) Si}%%:aER* il y a deux cas
i. si }gn y(t) — az(t) = B € R alors on dit que la droite D : y = ax + 3 est asymptote & f.

ii. sinon on dit que f admet une branche parabolique de pente a.

I1.5.2 Exemple

Etudier les branches infinies de x(¢t) = %, y(t) =

_t
t2—1°

I1.6 Plan d’une étude

On pose f : I — R? et on note z et y ses fonctions coordonnées.

1.

NS Otk W

Souvent, l'intervalle de définition de f ne sera pas donné. il faut alors commencer ’étude par déterminer le
domaine de définition de la courbe.

Définir ensuite un domaine d’étude le plus restreint possible en utilisant les symétries des expressions pour x et
Y.

Déterminer les variations et les limites de x et y, et on résume ces informations dans un tableau de variations.
Exhiber les tangentes "intéressantes" ainsi que les points singuliers s’il y en a.

Etudier les branches infinies éventuelles.

Tracer la courbe en utilisant toutes les informations précédemment glanées.

Repérer s’il y a des points multiples (par lesquels la courbe passe plusieurs fois) et les déterminer en trouvant
z(t1) = x(ta)

t1,to tels que
{y(tl) = y(t2)
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Chapitre 11

Espaces euclidiens

Dans tout le chapitre, les espaces vectoriels considérés seront des R-ev.

I Produit scalaire et norme

I.1 Produit scalaire

1.1.1 Définition
Soit E un R-espace vectoriel.

ExE — R
Un produit scalaire sur E est une application ui a les propriétés suivantes :
P bp { (@.y) = (aly) 1 prop
1. Bilinéaire : VA, u € RVu,v,w € E (Au + pv|w) = Au|w) + p(v|w) et (u]dv + pw) = AMu|v) + plu|w).

2. Symétrique : Yu,v € E (ulv) = (v|u).
3. Positive : (ulu) = 0.
4. Définie : (ulu) =0=u=0
Un produit scalaire est donc une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive.
Notation. Un produit scalaire est aussi parfois noté (u,v), ou u - v.

Explication Cette définition du produit scalaire nous permet de nous passer de la notion d’angle et de distance (ou
norme).

1.1.2 Définition
Soit F un R-espace vectoriel munit d’un produit scalaire. On dit alors que E est un espace préhilbertien réel, et si
est de dimension finie on dit que E est un espace euclidien.

Remarque
1. La bilinéarité implique que (Og|u) = (u|0g) = 0 pour tout u € E.
2. Pour vérifier qu'une application est bilinéaire, on vérifie une seule linéarité. Ensuite on prouve la symétrie, qui
prouve a son tour automatiquement la deuxiéme linéarité.
1.1.3 Exemple
Il faut connaitre ces exemples, ainsi que savoir les prouver.
R*"xR® — R
T Y1
n .
i=1
In Yn '
— Chaque produit z;y; égal y;x; donc 'application est bien symétrique. Soit X, X', Y € R™, A\, u € R.
— Alors (AX +pX'Y) =370 (Azi + pa)y = 325y (Azays + pajys) = MX|Y) + p(X'Y).
— De plus, AM(X|Y) + p(X'Y) = OX + puX'[Y) = YV|AX 4+ pX') = MY |X) + u(Y|X), ce qui prouve la

deuxieme linéarité, comme prévu.

1. Produit scalaire canonique sur R" : (

— Avec les méme notations, (X|X) = >,_, 2?. Cette somme est composée de termes positifs donc est positive.
De plus, elle est nulle ssi tous ses termes sont nuls. Ainsi (.|.) est positive est définie.

On remarque que (X|Y) = XY si on prend une notation en colonnes. La linéarité en devient triviale.
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2. Cette fois E = M,,(R). On pose ¢ : (A, B) — tr(*AB). Montrons que ¢ est un produit scalaire. Soient A, B €
M, (K). o(B, A) = tr(*BA) = tr ((*AB)) = (A, B) car la trace est invariante par transposition.
La linéarité a droite est immédiate par composition de deux applications linéaires.
Calculons ¢(A, A). On note A = (a; ;)i je,n]- Alors tr(fAA) = 37 3 agiax,; est la somme des carrés de tous
i=1k=1
les coefficients de A. Ainsi ¢(A, A) > 0 et on a méme @(A, A) = 0 ssi tous les termes de la somme sont nuls
(somme de réels positifs) ie A = 0.
C([a,b],R)> — R

(f.9) = [ fg
La symétrie provient de la commutativité du produit dans R[*?. La linéarité & gauche est une conséquence
immédiate de la linéarité de I'intégrale.

Soit f € C([a,b],R). Alors (f|f) = fab f2(t)dt > 0 par positivité de I'intégrale.

De plus si (f|f) = 0 alors f(f f2 =0 et donc f? est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle : elle est
nulle sur le segment [a,b]. Ainsi f? =0 et donc f = 0.

3. Montrons que { est bien un produit scalaire.

1
4. On se place dans E = R[X] et pour P,Q € R[X] on pose ¢(P,Q) = [ P(t)Q(t)dt. Montrons que ¢ est un produit
0

scalaire. Symétrie, bilinéarité, positivité : voir 'exemple précédent.

Soit P € R[X] tel que ¢(P, P) = 0. Montrons que P est le polynéme nul. Pour I'instant on sait que la fonction
polynomiale associée est nulle sur le segment [0, 1]. Ainsi P posséde une infinité de racines et est donc le polynéme
nul.

Remarque

!/
On peut le plus souvent définir plusieurs produits scalaires sur un méme espace. Par exemple, <(§> , (x/)) —

xx' + 2yy’ est un autre produit scalaire sur R2.

1.2 Norme et distance

1.2.1 Définition
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (ie. F est un espace préhilbertien).

1. On appelle norme (euclidienne) d’un vecteur u € E le réel positif ||u|| = /(u|u).
2. On appelle distance (euclidienne) entre deux vecteurs u,v € E le réel positif d(u,v) = ||v — u|| = |Ju — v]|.

Remarque

On prendra bien garde au fait que la distance ainsi définie dépend du produit scalaire. Calculer ||7]] et ||7]], la norme
sur R? étant associée au produit scalaire de

1.2.2 Proposition
Soit F un espace préhilbertien et z,y € E.

Lo flz+yl* = llz]* + 2(zly) +
2. |z +yl? + |z — yl* =2 (|z]|* + [lyl|*) (identité du parallélogramme)

_ oty —Jol?=lyl)® _ Ja+yl=Jz—y)?
3. (zly) = > = 1

Preuve.
Calculs directs. n

1.2.3 Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E¥ un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire et u,v € E. Alors

[(ulo)] < Jullllv]|

Il y a égalité si et seulement si v et v sont colinéaires.
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Preuve.

Soient u,v € E fixés.

R — R

t — (uttvju+tv) ’

Alors f > 0 par positivité du produit scalaire. De plus, pour ¢t € R on a

On considere 'application f :

ft) = (u+ tv|u + tv) = (ulu + tv) + t(v|u + tv) = (u|u) + t(u|v) + t(v|u) + t*(v|v)
= [lull? + 2t(ufv) + *]|v]?

Ainsi f est une fonction polynomiale de degré au plus 2.

— Siv #0 (ie ||v]] # 0), alors f est polynomiale de degré 2 et positive. Donc son discriminant est négatif :
A = 4(ufv)? — 4]|u)|?||v]|? < 0, ce qui est I'inégalité de Cauchy-Schwartz.
— Si v =0, alors (u|v) =0 et donc I'inégalité est vérifiée.
Dans le cas, v # 0, l'inégalité est une égalité ssi A = 0 ssi f s’annule une fois ssi It € R u + tv = 0 (norme
nulle). Ainsi u et v sont colinéaires
Dans le cas v = 0, I'égalité est tout le temps vérifié, tout comme le fait d’étre colinéaire a 0. [

1.2.4 Exemple b b b b
[Fa| < [1fgl <[ 2] ] o>

1. Soient f,g € C([a,b],R). Alors
exo : appliquer & f:t =t g:t—t*"! pour o # % pour retrouver le théoréme de croissances comparées.

2. Sr_ kvE < Mt fandl

1.2.5 Exercice

Soit I un intervalle de R. On note L2(I,R) I’ensemble des fonctions dont le carré est intégrable sur I. Montrer que
(f+9) — [; fg définit bien un produit scalaire sur L*(I,R). On pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour
prouver que fg est intégrable sur I.

1.2.6 Corollaire (Minkowski)
Soient u,v € E (ou E est encore un espace préhilbertien).
1. Jlu+v|| < |lul| + ||v]| avec égalité ssi u et v sont colinéaires de méme sens (positivement proportionnels).
2. |lull = [lolll < flu— o
Preuve.
On a immédiatement, d’apres Cauchy-Schwarz

lu+ ol = flull® + 2(ulv) + [[v]l* < lul® + 2llul o] + vl = (lu] + [lv])?

Comme la fonction racine carré est croissante sur R, on a I'inégalité voulue.

Il y a égalité ssi (u|v) = ||lul|||v]|. Dans ce cas, on a d’aprés le théoréme u = v ouv =0 et donc
Av]|2 = [M||v]|?, ie v = 0 ou A = 0. Dans les deux cas, u et v sont colinéaires de méme sens. La réciproque est
immédiate par le méme calcul.

Pour le deuxiéme point, on applique I'inégalité triangulaire & ||(u — v) + v et & ||(v — u) + u]|. m

Remarque

Faire un dessin : inégalité triangulaire.

Propriétés de la norme

Soit u € E et A € R.
1L |lu| =0 <= u=0
2. [[Aull = [Af[ull
3. flu+ vl < Jull + vl
Toutes les applications qui ont ces trois propriétés sont appelées normes.

E? —» Rt

z,y) = fle—yll -

1.2.7 Définition-Proposition
Soit E un espace préhilbertien. La distance associée au produit scalaire de F est 'application d : { (

Elle possede les propriétés suivantes.
1. Y(z,y) € E? d(z,y) = d(y, ) (symétrie)
2. Y(x,y) € E? d(x,y) > 0et (d(x,y) =0 <= x =y) (séparation).
3. Y(z,y,y) € E® d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2) (inégalité triangulaire).
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IT Orthogonalité

II.1 Familles orthogonales

I1.1.1 Définition
Soit F un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Soient u, v, uy,...,u, € E

1. On dit que u est unitaire, ou normé ssi |jul|| = 1.

2. w et v sont dits orthogonaux ssi (u|v) = 0. On note u L v.

3. (u1,...,uy,) est dite orthogonale ssi les u; sont orthogonaux deux & deux.
4

. (u1,...,uy) est dite orthonormale ssi elle est orthogonale et tous les u; sont unitaires. Autrement dit V(i,j) €
[1,n]? (uilu;) = di;.

Explication La notion d’orthogonalité repose maintenant sur le produit scalaire, contrairement a la géométrie de
début d’année. On a pas du tout de notion d’angle.
ATTENTION

Deux vecteurs sont orthogonaux pour un produit scalaire donnée, et pas forcément pour le produit scalaire voisin...

I1.1.2 Exemple
Montrer que la base canonique de R™ est orthonormale pour le produit scalaire canonique.
Montrer que 1 et t — sin(27t) sont orthogonales pour le produit scalaire que ’on connait sur C([0, 1], R).

Passer a une famille orthonormale

Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs orthogonaux tous non nuls. Alors ( ) est une famille ortho-

leall? " Tlenll
normale.

I1.1.3 Proposition
Soit E un espace préhilbertien et (u;);c[1 ] une famille de vecteurs orthogonaux deux a deux et tous non nuls.
Alors (u;);eq1,n] est libre.

Preuve.

n
Supposons que Y \ju; = 0g. Alors en effectuant le produit scalaire par u; on obtient \;||u;|* = 0, d’ott A; = O.m
i=1

Remarque

On peut supposer que la famille (u;) est une famille infinie et faire la méme preuve pour toute sous-famille finie.
Ainsi la proposition précédente est valable pour une famille quelconque.

I1.1.4 Théoréme (Pythagore)
Soit (z1,...,x,) une famille orthogonale d’un espace préhilbertien.

2 n
= llz?
i=1

n
D> i
i=1

Preuve.
Simple calcul de bilinéarité. [

I1.2 Bases orthonormeées
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II.2.1 Théoréme
Soit E un espace euclidien (donc E est de dimension finie) et B = (ey,...,e,) une base orthonormale de E.
Soient z,y € E.

n
1.z = > (z|e;)es, cest a dire que la coordonnée de z sur le vecteur e; est (zle;).
i=1

2. On note (z1,...,2,) les coordonnées de = dans B et (y1,...,y,) les coordonnées de y dans B. Alors

n

n
(2ly) = 211 + 22y + -+ Tog et a2 = S a2 = 3 (zfe)?
i=1 =1

3. Si on note X = Matpg(z) et Y = Matg(y) (les colonnes des coordonnées), (z|y) = XY.

Preuve.
1. On a & = myey + -+ + Tpen. Alnsi (zler) = zi(er|er) + za(ealer) + ... zn(enler) = z1 (par linéarité du
produit scalaire et orthogonalité de la famille).

2. On a par le méme calcul (zly) = > x;y;(esle;) = Y i, x;y; car tous les autres termes sont nuls. m
1<i,5<n
II1.2.2 Exemple 1 V3
Montrer que la famille (\%) , (_12> est une base orthonormale directe de R? (pour le produit scalaire canonique).
2 2

T

y) dans cette base. Faire le lien avec les matrices de passage.

Donner les coordonnées de u = <

I1.2.3 Corollaire
Soit E un espace euclidien et B = (ejy,...,e,) une base orthonormée de E. Soit f € L(E). On note A =
(aij)ijeq,ng = Matg(f).

Alors V(i j) € [1,n]? ai; = (f(ej)]es).

Preuve. "
On a en effet, pour un j € [1,n] fixé f(e;) = > (f(e;)|es)e; d’apres le théoréme précédent. L]
i=1
Mnémotechnie

Pour calculer la matrice de f dans B, a priori on calcule les coordonnée de f(e;) pour trouver la jéme colonne.
Utile pour se souvenir sur quel indice porte 'application de f.

II.3 Créer des bases orthogonales ou orthonormales

I1.3.1 Théoréme (Orthogonalisation de Gram-Schmidt)

Soit E' un espace euclidien et (ey,...,e,) une base de E. Alors il existe une base (uy,...,u,) de E vérifiant
— (u1,...,uy) est orthogonale
— VE € [1,n] Vect(uy,...,ux) = Vect(uq,...,ux).
On peut imposer ||u;|| = 1, c’est a dire que la famille (uq,...,uy) soit orthonormale (il suffit de diviser u; par

|lu;|| # 0). Si on impose de plus que (ex|u) > 0 pour tout k, alors la famille obtenue est unique.

Preuve.
Dessin
On note Fy, =Vect(eq,...,ex) pour k € [1,n] et on pose Py : “il existe une famille orthogonale (uq, ..., ux)
telle que Vect(uy, ..., ug) = Fy”
— P est clairement vraie, il suffit de poser u; = e;1. (ou H‘Z—hl)

e1
llexll

Il existe clairement un seul vecteur de Vect(e1) de norme 1 et tel que (ui]er) > 0, et c’est (et on a

(e1ur) = [ler]| > 0).
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— Soit k € [1,n — 1], on suppose que Py, est vraie.
On remarque d’abord que ep+1 ¢ F, d’apres la liberté de la famille (e;);. On cherche ugy1 sous la forme
ex+1 — ¢, avec ¢ € F, = Vect(ey,...,ex) = Vect(uy,...,ug). On écrit donc & = Zle o, On veut
maintenant
Vi € [1,k] (exs1 — x|u;) = 0ie Vi € [1, k] (exr1|us) — aurljuil|*> =0

On pose donc ugy1 = €1 — Zle %ﬂ # 0 car egy1 ¢ Fj. C’est un vecteur de Fyy1 mais pas de
Fy, donc Vect(ug, ..., up+1) = Fry1.
Tout vecteur de Vect(ey,...,erxr1) qui n’est pas dans Vect(eq,...ep) s’éerit Aexr1 — x avec A € R* et

x € Fy. Ainsi d’apres le calcul précédent tout vecteur orthogonal & tous les u; pour i € [1,k] est de la
forme Augyq. Il existe un seul vecteur de norme 1 et tel que (uleg+1) > 0 dans Rfi41, c’est le vecteur

HZ:::II (le signe étant choisi pour garder le produit scalaire positif).
— Par récurrence, une base orthogonale de E existe. [

En pratique

Il faut connaitre le résultat général, et savoir appliquer pour de “petites familles”. Pour savoir appliquer, il faut
retenir la forme sous laquelle on cherche chaque vecteur.

I1.3.2 Exemple 1 1 2
Soit E = R3. On munit cet espace du produit scalaire canonique. Transformer B= (| 1|, | 1|, 1]) en une BON.
1 2 1

I1.3.3 Exemple 1

On munit R3[X] du produit scalaire (P|Q) = [ P(t)Q(t)dt. Donner une base orthonormée de R3[X| qui soit échelonnée
21

en degré.

Remarque

1. Tout espace euclidien admet une BON.

2. Le procédé de Gram-Schmidt ne change pas une famille orthogonale (sauf & la normaliser si on veut obtenir une
BON).
Remarque

Si on orthonormalise B en B’, la condition de conservation des espaces vectoriels croissants assure que P = Matg(B')
(la matrice de passage) est triangulaire supérieure.

I1.3.4 Corollaire
Dans un espace euclidien on peut compéter toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (resp. orthonormale) en
une base orthogonale (resp. orthonormale).

Preuve.
Base incompléte + Gram-Schmidt qui ne change pas les familles orthogonales. L]

IIT Espaces orthogonaux

FE est toujours un espace préhilbertien.

III.1 Orthogonal d’un sev

II1.1.1 Définition
Deux sous-espaces F, G de E sont dits orthogonaux ssi V(zp,z¢) € F x G (zplzg) = 0.
On dit que = € E est orthogonal a F ssi Vzp € F (z|zp) =0

I11.1.2 Exemple
Trouver un exemple dans R? muni du produit scalaire canonique. Preuve avec les bases, avec les équations.

Remarque

11 suffit de vérifier 'orthogonalité deux & deux de familles génératrices (ou de bases) de F' et G.
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Remarque

En particulier, z € E est orthogonal & F' si x L f; pour tout ¢ ou F est engendré par les f;.

II1.1.3 Définition
Soit F' un sev de E. L'orthogonal de F est F'+ = {z € E| Var € F (zr|r) = 0}. F* est I'ensemble des vecteurs
orthogonaux a tous les éléments de F'.

I11.1.4 Exemple
1. {0}* =E, E+ ={0}.

2. Calculer 'orthogonal de la droite d’équation y = = dans R?.
Attention

On considére D une droite de I'espace et F' un sev de R3. On peut avoir D L F sans que F' = D*. En particulier
deux droites peuvent étre orthogonales, mais 'orthogonal de D est un plan.

II1.1.5 Proposition
Soit F un sev de E.

1. F! est un sous-espace vectoriel de E et la somme F + F est directe.

2. Si F est de dimension finie alors F @ F+ = E ie F et F* sont supplémentaires dans E.

Preuve.
1. On a déja clairement 0 € F*, qui est donc non vide. De plus, la linéarité (& gauche par exemple) du
produit scalaire nous assure immédiatement que F* est stable par combinaison linéaire.
De plus, si z € F N F+ alors x |« ie (z|z) = 0 et donc # = 0g. Ainsi la somme (d’espaces) est directe.
2. Soit (eq,...ep) une base de F' que I’on peut supposer orthonormale (quitte & lui appliquer Gram-Schmidt).
Soit x € E.
— Analyse. Supposons que l'on ait ¢ = 21 + x9 avec 1 € F et 9 L F. Alors pour tout i € [1,p],
(z|e;) = (x1]e;) car (zale;) = 0. Ainsi 21 = XPI (z1]ei)e; = Xp: (x]ei)e; (d’apres |[1.2.1} car F' est un

i=1 i=1

espace euclidien)

P
— Synthese. Posons 7 = Z (x\ei)ei et x5 = x — x1. Alors par construction, z1 € F. Montrons que

=1
xo 1L F ie xo est orthogonal & une base de F'.
Or, pour j € [1,p], (w2le;) = (zle;) — (z1]e;) = 0 car

P
(1lej) Z (zle:) (eile;).

=1 N——
=68;;
Finalement, la somme directe F' @ F*- contient F donc F et F'- sont supplémentaires. ]

II1.1.6 Exercice
1. FCG=GtcF*

2. F- NGt =(F+G)*

En dimension finie

Si F est un espace euclidien (de dimension finie), alors tout sous espace est de dimension finie.
1. dim(F) + dim(Ft) = dim(E).
2. La concaténation d'une BON de F et d’une BON de F* est une BON de E.
3. Réciproquement, si (eq,...,e,) est une BON de E telle que F' = Vect(ey,...e,) (indice : on a appliqué Gram-
Schmidt & une base de F' complétée en une base de E), alors F+ = Vect(e, 11, - .,en)-
II1.1.7 Exemple
1. Calculer le supplémentaire orthogonal de D : 2z — y = 0 (dans R?).

1
2. Dans R?, méme question avec D = Vect | 2 | et P: 2z + 2 = 0.
-3
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II1.2 Projections et symétries orthogonales

II1.2.1 Définition
Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de E' .

1. La projection orthogonale sur F' est la projection sur F parallélement & (de direction) F'*.

2. La symétrie orthogonale sur F' est la symétrie par rapport a F de direction F*.

Remarque

1. Onabien E=F @ F*-..
2. On pourra se souvenir de la formule s = 2p — Id pour lier les deux objets précédents.
3. pour x € E, on a les deux conditions géométriques pr(z) € F et x — pr(x) € F*.

II1.2.2 Exemple
Matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur D : 2z —y = 0.

I11.2.3 Proposition
Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace de dimension finie de E dont une BON est (uq,...,u,). On
note pg le projecteur orthogonal sur F'. Alors

r

Vz € E pp(z) = Z (z(ui)u;

=1

En particulier, si F' = Vect(u) est une droite, pr(z) = (x|u)u ot u est de norme 1.

Preuve.
Il s’agit d’'un re-formulation de la preuve de [[I1.1.5 [

Méthode

1. On essaie de déterminer pp(z) en remarquant que

donc est orthogonal & une base de F.

T

2. On utilise la formule pr(z) = > (z|f;)f; si on connait une BON de F.
=1

I11.2.4 Définition

Une symétrie orthogonale par rapport & une droite est appelée retournement, et une symétrie orthogonale par rapport
a un hyperplan est appelé réflexion.

Réduction
Matrice, trace, det dans des bases adaptées.

I11.2.5 Exemple 1 2

Dans R3 on pose : F' = Vect(| 0|, | 1 |). Calculer les matrices dans la base canonique des projection orthogonales
1 -1

sur F et symétrie orthogonales par rapport a F'.

II1.2.6 Proposition (Inégalité de Bessel)
Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. On note pg le projecteur orthogonal sur F'.

Ve € E |pr(2)] < [l=|
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Preuve.

Soit x € E. On a x = pr(z) + (z — pr(x)) et donc d’aprés le théoréme de Pythagore, ||z||? = ||pr(2)||* + ||z —
pr(x)||?. On conclut en remarquant qu'un carré de réel est toujours positif et que la fonction racine carrée est
croissante sur RY. "

II1.2.7 Exercice
Montrer que cette propriété caractérise les projecteurs orthogonaux parmi les projecteurs. Plus précisément, si p €
L(E) est un projecteur de E on a

Vz € E ||p(x)]| < ||z|| < p est un projecteur orthogonal

Indication : on pourra poser un vecteur non nul x du noyau de p et considérer la projection orthogonale sur Vect(zx).

II1.2.8 Théoréme (Moindres carrés)
Soit F' un sous-espace de dimension finie de E. Pour z € E, on note d(z, F) = ing ||z — y|| la distance de = & F.
ye

Il existe un unique xg € F tel que d(x, F) = d(x,z¢) = ||x — xo|| et donc la borne inférieure est en fait un
minimum. x( est le projeté orthogonal de x sur F'.

Preuve.
Notons z¢g = pr(z) le projeté orthogonal de x sur F'. Alors zg € F et donc d(z, F') < d(z,x9).
De plus, siy € F alors z —y = x — g + 29 — y et donc ||z — y||*> = ||z — zo||* + ||zo —y||? car  — g L z9—y
~——

c€FL
et d’apres le théoreme de Pythagore.
Ainsi pour tout y € F d(z,y) > d(x,z9) et donc d(z, F) = d(z,x0). Le calcul précédent montre que ce
minimum n’est atteint qu’en xg. [

Remarques

1. Ce théoréme donne avant tout 'existence d’un minimum.

2. Avec les notations de la preuve, d(x, F)? = ||z||? — ||pr(z)||* (toujours d’apres Pythagore). Ainsi, on a un moyen
pratique de calculer la valeur de ce minimum, il s’agit de calculer une projection orthogonale.

Traduction dans une BON
Soit (eq,...,e,) une BON de F

1. Alors pp(x) = > (x|ei)e;.
i=1

2 d(w, F) = |[o]> = 3 (a]e:)?.

i=1

I11.2.9 Exemple

1
Calculer inf / (e® — ax — b)2dt. Tl s’agit de calculer, dans C([0, 1], R) munit du produit scalaire intégrale, le
0

a,beR

projeté de I'exponentielle sur le sous espace des fonctions affines (qui est de dimension 2).

IV Automorphismes orthogonaux

Le cadre ici est celui des espaces euclidiens, et plus particulierement des espaces euclidiens de petites dimension. F
sera donc toujours un espace euclidien et on abusera sans retenue du théoréme [[I.2.1] de calcul des coordonnées dans
une base orthonormée.

IV.1 Isométries

IV.1.1 Définition-Proposition
Soit f € L(F) une application linéaire. On a équivalence entre

1. f conserve le produit scalaire ie Va,y (f(z)|f(y)) = (z|y)

2. f conserve la norme, ie Va € E || f(x)]| = ||z
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Dans ce cas, f est bijective et est appelé automorphisme orthogonal ou encore isométrie vectorielle.
L’ensemble est automorphismes orthogonaux de E est noté O(E).

Preuve.
— 1 = 2 C’est évident. On pourrait prouver que si f n’est pas forcément linéaire mais conserve le produit
scalaire, alors elle est linéaire.

— 2 =1 On a pour tous z,y € E

(f(@)[f(x)) = %(II F@) + f) I = I1F @17 = 1F@)1%)

=f(z+y)
1
= 5(llz +yll® = [zl = [ylI*) = («]y)

Comme f conserve la norme, on a f(z) =0 < ||f(z)]| =0 < |z =0 <= 2 =0 donc f est injective
donc bijective car E est de dimension finie. [

IV.1.2 Exemple
1. L’identité est clairement dans O(E).
2. Toute symétrie orthogonale est dans O(E). Le vérifier en revenant a la définition s(x) = zp —z¢ avec xp L z¢.

3. Les projections sur tout sous-espace strict ne sont pas des automorphismes (noyau non trivial).

Valeurs propres

Soit f € O(FE). On suppose que f posseéde une valeur propre réelle .
Alors pour un vecteur propre x € Ex\{0g}, ||f(2)| = | Az] = |A||lz]]- Mais || f(z)|| = ||z|| donc A = £1 car ||z|| # 0.

IV.1.3 Proposition
Soit f € L(FE). Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1. feO(E)
2. L’image de toute BON de E par f est une BON de E.
3. L’image d’une certaine BON de E par f est encore une BON de FE.

Preuve.
— 1 = 2 Trivial par conservation du ps
— 2=3 ..
— 3 = 1 Soit B = (ey,...,e,) une telle BON et z,y € E de coordonnées respectives (z1,...,%,) et

(y17 s ayn) dans B.

(f(@)f(y) = inf(ei)lzyjf(ej) = > wy(fe)lf(e)

1<i,j<n

n
=S e = (aly)
i=1
d’apres [[T.279] n

IV.1.4 Exemple ( )

Montrer que ’application — (COS O — sin Oy

sin 6 + cos 9y> est orthogonale.

IV.1.5 Proposition
La composition de deux isométries est encore une isométrie, et 'inverse (bijection réciproque) d’une isométrie est
encore une isométrie.
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Preuve.
Rappel : O(F) contient I'identité.
Soit f € O(FE), alors pour tous z,y € E on a (f~'(z)| f*(y)) = (f(u)|f(v)) = (z|y). La conservation du
——

u v
ps par la composée de deux automorphismes orthogonaux est aussi facile a établir... [
IV.1.6 Exercice

Dans E euclidien, soit F un sous-espace et f € O(E). Montrer que f(F)* = f(F*1). (inclusion facile + dimension
qui est conservée par les iso)

IV.1.7 Proposition
Soit f € O(E). Si F est un sous-espace de E stable par f (ie f(F) C F) alors F'* est stable par f.

Preuve.
Supposons que F est stable par f et soit z € F*. On doit montrer que f(x) € F*+.

Soit donc y € F. Montrons que (f(z)|y) = 0. Or (f(z)ly) = (z|f~'(y)). De plus, f est bijective donc
f(F) = F (égalité des dimensions). Ainsi f~1(y) € F et donc (z|f~*(y)) = 0.

Finalement, f(z) € F*. m

IV.2 Matrices orthogonales

IV.2.1 Définition
Soit M € M, (R). On dit que M est orthogonale ssi ’endomorphisme canoniquement associé & M est orthogonal. On
note O(n) ou O, (R) ensemble des matrices orthogonale de taille n

IV.2.2 Théoréme
Soit M € M, (R). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. M € O,(R).

2. '"MM =1, et MM = 1I,,.

3. 'M € O,(R).

4. Les colonnes de M sont une BON de M,, 1 (R) pour le produit scalaire canonique.
5. Les lignes de M sont une BON de M ,(R) pour le produit scalaire canonique.

Preuve.
1. On commence par prouver 1 <= 2.

Si M € O,(R) on a alors
VXY € M, 1 (R)Y(MX|MY) = (X|Y) = X'MMY ='XY

Appliquons ceci a (E1,... E,) la base canonique de R™.
On note A = "M M. Alors AE; est la iéme colonne de A et (E;|C) est la jéme coordonnée de C' donc
‘E;AE; est exactement a;;. Donc a;; = d; ; pour tous i et j et finalement A = I,,
Maintenant qu’on a *M M = I, il suffit de transposer pour trouver MM = I,,.
Réciproquement si ‘M M = I,, alors on a clairement (M X|MY) = (X|Y) pour tous X,Y et donc I'alca a
M est orthogonale.

2. M €0,(R) < MM =1, < MM =1, < 'M <€ O,(R).

3. L’image par un auto orthogonal d’'une BON est une BON, donc les colonnes de M qui sont 'image de la
base canonique forment une BON.

4. Passage a la transposée. ]

11, A— cosf) —sind

IV.2.3 Exemple
(sin@ cos

) . Calculer A~1.
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6 3 -2
2. 12 6 3
3 -2 6

3. Quelle est la méthode la plus efficace pour vérifier qu'une matrices est orthogonale ?

IV.2.4 Proposition
Soit E un espace euclidien, soit B une base orthonormeée de E et B’ une base de E. On note P = Matg(B') la

matrice de passage de B a B'.
Alors B’ est une BON ssi P € O, (R).

Preuve.
On sait qu’on peut utiliser ’expression du ps canonique de R™ a condition de se placer dans une BON de E et
c’est ici le cas. Voir [[L2.1] -

IV.2.5 Exemple
Soit E un espace euclidien de dimension 2, et B = (e, e3) une base orthonormale. Montrer que B’ = (f1, f2) avec

f1 =24t of f, = =34 et une BON de E.

Changement de bases orthonormales

Soit E un eve de B, B’ deux BON de E. On note P = Matg(B').

1. P~! =P = Matp (B).

2. Soit z € E et X le vecteur de ses coordonnées dans B, X’ ses coordonnées dans B. Ona X = PX' et X’ = 'PX.
3. Soit f € L(E), M = Matg(f) et M’ = Matg (f). Alors M’ =‘PMP.

IV.2.6 Exemple
Dans R? on passe de la base canonique & la base g, vg. Donner les changements de coordonnées.

IV.2.7 Proposition
L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale et le produit de deux matrices orthogonales est orthogonal.

Preuve.
Si A € O,(R) alors ‘A = A~! € O,(R). Si on a également B € O,,(R) alors AB(AB) = AB'B'A = AI,'A = I,
de donc AB est orthogonale. n

Interprétation géométrique

Si M € O,(R) alors M est la matrice d'une BON dans la base canonique qui est orthonormale. Ainsi M ~! est la
matrice de la base canonique dans une BON et est donc une matrice orthogonale.

IV.2.8 Proposition
Soit E un espace euclidien.

1. Soit B une BON de FE et f € O(E). Alors Matg(f) est orthogonale.

2. Réciproquement si A € O, (R) et B est une BON quelconque de E alors Pendomorphisme f tel que Matg(f) =
A est orthogonal.

Preuve.
1. Notons M = Matg(f). On doit montrer que M € O, (R).
Soient 4, j € [1,n]. on note C;, C; les colonnes de M correspondantes et B = (eq, ..., ey). Alors (C;|C;) =
(Matg(f(es))| Matg(f(e;))) = (f(eq)|f(e;)) = (esle;) = b5 daprés [L2.1] et car f est une isométrie. On

utilise deux fois le fait que B est orthonormée.

2. Avec les mémes notations, (f(e;)|f(e;)) = (C;|C;) = d; ; d’apres[IV.2.2 m
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Explication A condition de se placer dans une BON, on peut passer des endomorphismes orthogonaux aux matrices
orthogonales.

IV.2.9 Proposition
Soit f € L(FE) et B une base orthonormée de E. On note M = Matg(f).

M est symétrique et f € O(F) <= f est une symétrie orthogonale

Preuve.
Si M est symétrique on a & la fois ‘™M = M et 'M = M ~'. Ainsi f est une symétrie. Montrons que ker(f —Idg) L
ker(f + Idg). Soient x1,22 € E\{Og} tels que f(z1) = x1 et f(z2) = —x2 (des vecteurs propres). Montrons
que z1 L z5. Or f est une isométrie, donc (z1|x2) = (f(x1)|f(x2)) = (z1| —x2) = —(x1|x2) et donc (z1]|z2) = 0.
Finalement la symétrie f est bien orthogonale.

Réciproquement, supposons que f est une symétrie orthogonale. Alors M = M~'. De plus, M est une
matrice orthogonale d’aprés la proposition précédente, donc M ! = M. [

Matrices symétriques

Si M € O,(R) est symétrique, alors c’est la matrice canoniquement associée & une symétrie orthogonale.

IV.2.10 Théoreme
Soit f € O(E) et M € O,(R). Alors det(f) = £1, det(M) = £1

Preuve.

Il suffit de le prouver pour M, car la matrice de f dans une BON de F est une matrice orthogonale.
Or det(M) = det(*M) et ‘M = M~1. Ainsi det(M) = m et finalement det(M) = £1 L]

IV.2.11 Définition
1. L’ensemble des isométries de E de déterminant 1 est noté SO(E) et appelé groupe spécial orthogonal de E.
f € SO(E) est dite positive (et si det(f) = —1, on dira que f est une isométrie négative)

2. 50,(R) (aussi noté SO(n)) est 'ensemble {M € O(n)| det(M) = 1}.

IV.2.12 Exercice
Montrer que SO(n) est stable par produit et passage da 'inverse.

IV.2.13 Définition
Soit B une base de R™. On dit que cette base est directe ssi son déterminant dans la base canonique est strictement
positif (c’est a dire vaut 1 dans le cas d’une base orthonormée).

On dit qu’elle est indirecte sinon.

IV.2.14 Proposition
Effectuer un changement de base entre deux bases orthonormées directes ne modifie pas les déterminants (des
familles ni des applications linéaires).

On retrouve ici la notion de produit mixte vu en géométrie de lére année. On peut calculer le déterminant
d’une famille dans n’importe quelle base orthonormée directe.

Preuve.
SI M est la matrice d’une famille dans une premi¢ére BOND, la matrice dans la nouvelle BOND est M’ = PM.
Comme det(P) =1, det(M’) = det(M). L]
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V  Matrices symétriques réelles

V.1 Lien avec le produit scalaire
Rappel : Pour X,Y € R™, le produit scalaire canonique peut se calculer par (X|Y) = XY

V.1.1 Définition
Une matrice A € M, (R) est dite symétrique ssi ‘A = A. L’ensemble des matrices symétriques de taille n est noté
Sn(R). C’est un espace vectoriel de dimension %
V.1.2 Exemple
Rappel : le produit scalaire canonique sur M,,(R) est (A|B) = tr(*AB). Montrer que S,,(R) L A, (R) (en semble des
matrices antisymétriques).

On peut ainsi interpréter la transposition comme la symétrie orthogonale par rapport a S, (R).

V.1.3 Exercice
Soit A € M, (R) et P € O,(R). Montrer que A est symétrique ssi '‘PAP est symétrique.

V.1.4 Proposition
Soit A € M, (R). A € §,(R) ssi pour tous X, Y € R”, (AX|Y) = (X|AY) (pour le produit scalaire canonique).

Preuve.
1. Si A est symétrique, alors (AX|Y) = {(AX)Y = X!AY = X AY = (X|AY) pour tout (X,Y) € (R")*.
2. Réciproquement, supposons que pour tous X,Y € R, (AX]Y) = (X|AY) ie ‘X'AY = ‘X AY Montrons
que A = A.
On a, pour tout X,Y, X (*A — A)Y = 0 ou encore (X|(*A — A)Y) = 0. Ainsi, pour YV fixé, (YA — A)Y est
orthogonal & tout vecteur de R”™ donc est nul. On a donc VY € R™ (*A — A)Y = 0 et donc (‘A — A) est

d’image nulle. C’est la matrice nulle.
On a prouvé de maniére plus générale que (X|AY) = (AX|Y) et (AX|Y) = (X|'AY). "

V.1.5 Théoréme
Soit A € S, (R).

1. Les valeurs propres de A sont réelles.

2. Si X;, X, sont des vecteurs propres associés a deux valeurs propres distinctes, alors X; | X5. Autrement
dit, les sous espaces propres de A sont orthogonaux deux a deux.

Preuve.
1. Hors programme. Soit A € C une valeur propre de A (c’est possible dés que n > 1 d’aprés le théoréme de
<1
d’Alembert-Gauss). Soit X = | : | un vecteur propre associé. Alors AX = AX.
Zn

Alors AX = AX car A est & coefficients réels (reprendre la formule de produit matriciel, et conjuguer

chaque terme). On a alors {AX)X = AXX = A Y |z]% De plus, {(AX)X = XAX = XXX =Y [z
=1 =1

K2 1=

Comme > |2]? > 0 on a bien A = \.
i=1

2. Calculons (AX1|X3) de deux manieres. On a d’une part (AX;|X3) = A1 (X1]X2) et d’autre part (AX;]X2) =
(X1|AX2) = )\2(X1|X2) Ainsi ()\1 - )\2)(X1‘X2) = 0 et comme )\1 7é )\27 (X1|X2) = 0. ]

V.2 Théoréme spectral
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V.2.1 Théoréme
Soit A € S,(R) une matrice symétrique réelle. Alors A est diagonalisable (dans M, (R)) dans une base

orthonormée, c’est a dire qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles que
A=PDP~!' = PD'P.

Preuve.
Hors programme.

Le polynome x 4 est scindé sur R car les valeurs propres de A sont réelles. Notons 7" une matrice triangulaire
supérieure semblable & A via la matrice de passage P : T = P~1AP. Toutes les matrices sont & coefficients
réels.

On applique le procédé de Gram-Schmidt & la base B des colonnes de P pour obtenir une famille orthonormale
B’ de matrice O dans la base canonique. Alors Matg, (B) = P = Matg(B') Matg, (B') = AO ou A est triangulaire
supérieure et O orthogonale.

On obtient T = A'O71AOA ie ATA™! = 'OAO est a la fois une matrice symétrique et triangulaire
supérieure. Elle est donc diagonale et A est semblable & une matrice diagonale !

Remarque

Si A est symétrique et f est son endomorphisme canoniquement associé, il existe une BON dans laquelle la matrice
de f est diagonale.

V.2.2 Exemple
Montrer que A = (2 4> est diagonalisable et la diagonaliser.

V.2.3 Exemple

Diagonaliser dans une BON la matrice A = et donner l'interprétation géométrique de la matrice de

— =N
=N
N ==

passage.
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Chapitre 12

Probabilités

I Cadre théorique

I.1 Ensembles dénombrables

I.1.1 Définition
Soit E. On dit que E est dénombrable ssi il existe une application ¢ : N — FE bijective. En d’autre termes, on peut
écrire E = {xg, 1, ...} sans oublier un seul élément.

Fini ou dénombrable

Les ensembles finis ou dénombrables sont exactement les ensembles pour lesquels on peut numéroter les éléments,
ou encore les décrire sous la forme {x, n € N} (quitte & prendre une infinité de fois la méme valeur pour x,, dans le
cas des ensembles finis).

1.1.2 Théoréme
. N\{0} est dénombrable.

1
2. 7Z est dénombrable.

3. Nx N et Z x Z sont dénombrables.

4. Si E et F sont dénombrables alors F x F' est dénombrable.

Preuve.
1. Encore heureux! ¢ : N — N\{0} est une bijection convenable.

2. Exhibons une bijection de Z dans N. On pose

Z — N
©: 1 {Qn sin>0
2x(—n)+1sin<0
¢ est une bijection. Pour le prouver on peu soit examiner 'injectivité et la surjectivité, soit exhiber sa
réciproque.
3. cf 4.

4. Notons E = {¢;| i € N} et F' = {f;| i € N}. L’idée ici et d’énumérer tous les éléments de E x F “par
diagonale” : on représente F sur 'axe des abscisses, F' sur 'axe des ordonnées (un élément de chaque sur
chaque entier, eq, fo situés en 0).

On énumere les éléments de F x F' de la maniére suivante : pour chaque k € N, on part de (eg, fo)
(graphiquement sur I’axe des abscisses), puis on considére (ex—1, f1), (€x—2, f2) ... (€0, f&).

Plus précisément, si (i,5) € N2, on note k = i + j et alors on a déja rempli k diagonales dont numéroté

k
Sp= @ éléments, et (e;, f;) est ’élément numéro @ + j (on vient de créer la bijection...) m
p=1
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Remarque

On doit pouvoir prouver que tout ensemble inclus dans un ensemble dénombrable est fini ou dénombrable. Ainsi
Q doit étre dénombrable, mais ce n’est pas au programme.

Coin culture

R n’est pas dénombrable, P(N) non plus. Il semble alors évident que C,RY,C>(I,R) ne sont pas dénombrables
(pour le dernier, considérer le sous ensemble des fonctions constantes...).

Objectif

On souhaite étendre la notion de variable aléatoire & ces variables & valeurs dans un ensemble dénombrable (le cas
fini est traité en lére année). Un des buts est de pouvoir modéliser le genre de situation suivante :

On joue a pile ou face jusqu’a ce que la piece tombe sur pile. Quel est le nombre moyen de coup ? Le probléeme
pour l'instant est qu’on ne peut pas borner a priori le nombre de coups a jouer et donc la variable aléatoire dont la
valeur est ce nombre de coup est a priori & valeurs dans N\{0}.

1.2 Espaces probabilisés
Notation

Si les A; sont des ensembles pour ¢ € N, on note |J 4; = {z] Fi € Nz € A;} la réunion de ces ensembles et
i€N
N A; ={z| Vi e Nz € A;} leur intersection.
i€N
1.2.1 Définition
Soit © un ensemble que I'on appellera univers. Une tribu sur 2 est un sous ensemble T' de P(Q2) (les éléments de T
sont des sous ensembles de ) qui vérifie les 3 conditions :

1. QeT
2.VAeT A =A=0Q\AcT.

3. Si(A4,) €TV alors |J A, €T.
neN
Les éléments de T (qui sont des ensembles, rappelons le) sont des événements. Le couple (2,7) est un espace
probabilisable.

En pratique

Q) représente l’ensemble des issues possibles d’'une expérience aléatoire et un événement un ensemble de résultat
possibles. Pour reprendre notre jeu de pile ou face, on peut prendre Q = N\{0} et un événement peut étre “le jeu
s’arréte en un nombre pair de coup“ qui est ’ensemble {2n| n € N\{0}}.

Bien souvent, €2 n’est pas précisé et sa connaissance n’est pas indispensable au bon déroulé de l’exercice. On
supposera dans ce cas qu'une bonne tribu est choisie.

1.2.2 Proposition
Soit (£2,T) un espace probabilisable.

1. 0 eT.
2. Si (Ap)nen €TY (N An €T. Deplus, N A, = U A¢
neN neN neN
Preuve.
Exo! n

1.2.3 Définition
Soit © un ensemble et T" une tribu sur 2. Une probabilité sur € est une fonction P qui associe a chaque événement
A une probabilité P(A) € [0, 1] avec les contraintes suivantes :

1. P(Q) =1
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2. Si (An)nen est une suite d’événements incompatibles deux & deux (ie disjoints deux & deux), alors

+oo
P <U An> = Z P(A,,) propriété de o-additivité
neN n=0

En particulier, toute série de la forme précédente doit converger vers un nombre dans [0, 1].
Le triplet (Q,T,P) est appelé un espace probabilisé. Dans la suite du cours, nous utiliserons ces notations.

Cas fini

Si on considére une suite (Ay,),en d’événements telle que A,, = 0 pour tout n > 2, on retrouve la définition de
lére année. Avec un nombre fini de A,, non vide, il s’agit d’un propriété démontrée en lére année.

Mais pourquoi des tribus ?

Dans le cas ot ) est fini ou dénombrable, on pourra prendre T = P(£2) sans probléme. Les choses se corsent
singuliérement si on prend €2 non dénombrable.

Par exemple, on prouve (un “on” qui est bien en dehors du cadre de ce cours), qu’on ne peut pas poser ) =
[0,1],T = P(£2) et la probabilité uniforme naturelle qui vérifie P([a,b]) = b — a.
1.2.4 Définition
Avec les notations précédentes :

on dit que (A4, )nen est un systéme complet d’événements ssi V(i,5) € N? i # j = A; N A; = 0 (disjoints 2 & 2) et
U 4,=9Q.
neN
1.2.5 Exemple
Reprenons ’exemple du jeu de pile ou face. On pose A,, I’événement : le jeu s’arréte au n+ liéme lancé, ie on a obtenu
n fois face avant d’obtenir pile. On pose en plus A_; I’événement : le jeu ne s’arréte pas.

Alors (A;)n>—1 est un systéme complet d’événements. Essayons de construire un probabilité raisonnable.

+oo
On doit avoir Y. P(A,) = 1. Il semble raisonnable de poser P(A,) = 5 (quelle hypothése faisons nous sur
n=—1
chaque lancé, sur la piéce ?)
Alors P(A_1) = 0 est la seule possibilité (calculer la somme des probabilités imposées), ce qui semble raisonnable.
1.2.6 Définition
Soit A un événement.
1. Si A et P(A) =0 on dit que A est négligeable.
2. SiA#Q et P(A) =1 on dit que A est presque siir.
1.2.7 Exemple
Notre jeu de pile ou face se termine presque siirement.

I.3 Propriétés des probabilités

1.3.1 Proposition (Adaptation de la lére année)
Soit (2, T,P) un espace probabilisé. Soient A, B deux événements et (A, )nen une suite d’événements.
1. P(G)=0
2. P(A°) =P(A) =1 —P(A).
3. Si A C B alors P(A) < P(B).
4. P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) et P(ANB) =P(A) + P(B) —P(AU B).

N N
5. P < U Ak) < Y P(Ag) pour tout N € N.
k=0 k=0

6. Si (A, )nen est un systéme complet d’événements alors P ( U An> =1let
neN

+oo
P(B) = > P(BNA)
n=0

On retrouve le cours de premiére année en prenant un systéme complet fini (tous les A4,, sont vides sauf les quelques
premiers).
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Preuve.
LQ=Quo
2. Q=AU A°
3. B=AU(B\A)
4. AUB =AU (B\A)
5. Par récurrence, en partant du cas n = 2 prouvé par le point précédent.
6. B est la réunion disjointe des BN A,. [

1.3.2 Théoréme
Soit (Ay)nen une suite d’événements.

1. Si (A, )nen est croissante au sens de U'inclusion (Vn € N 4,, C A,,41) alors
P ( U An> = I P
neN
2. Si (A,)nen est décroissante au sens de l'inclusion (Vn € N 4,1 C A, alors
() -

Le résultat important est I’existence de ces limites.

Preuve.
Le complémentaire d’une réunion étant l'intersection des complémentaires, contentons-nous de prouver le pre-
mier point.

Supposons donc (A, )nen croissante au sens de l'inclusion. Alors la suite (P(A,))nen € [0, 1] est croissante
et majorée par 1 donc converge.

Pour n € N\{0}, posons B,, = A,\A4,,_1 et By = Ag. Alors les B; sont disjoints deux & deux (pour imager,
B, est ce qu’il manquait & A, _; pour devenir 'ensemble A,, qui est “plus grand”).

n n +oo
De plus, |J Br = 4, = |J Ax. Ainsi |J 4, = U Bp et donc P ( U An) = > P(B,) = P(By) +
k=0 k=0 neN neN neN n=0

i (P(An) — P(An_1)).

La série est télescopique et converge vers hIJ'I_l P(A,) — P(Ap), ce qui conclut la preuve. L]
n—-+0oo
1.3.3 Proposition (Sous-additivité) oo
Soit (Ap)nen € TV telle que > P(A4,,) converge. Alors P ( U An> < Y P(A4y).
n=0 neN n=0
Preuve. "
Pour n € N, on pose B,, = |J A qui est une suite croissante d’événements. Alors |J A, = |J B, et d’apres
k=0 neN neN
le théoréme précédent, P ( U An> = lim (P(Bp)).
neN n—-+oo

n
Ainsi (IP’ ( U Ak>> possede une limite et on peut passer a la limite I'inégalité |5| de la proposition [[.3.1
k=0 neN

(Rappel : hypothese du passage a la limite des inégalité est seulement Pexistence des limites). n

Evénements négligeables

Si tous les A,, sont négligeables, alors leur réunion ’est aussi.
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II Calcul de probabilités

II.1 Probabilités conditionnelles

I1.1.1 Définition-Proposition
Soit B un événement tel que P(B) > 0.

1. Pour un événement A, la probabilité de A sachant B est P(A|B) = P(P‘?g?)

T — [0,1]

A s Pp(A) =P(4|B) est une probabilité. C’est la probabilité conditionnelle sachant

2. L’application Pp : {
B.

I1.1.2 Proposition (Formule des probabilités composées)
1. Pour A, B des événements, si P(B) > 0 alors P(A N B) = P(4|B)P(B). Rappelons en plus que P(AU B) =
1-P(ANB)

n—1
2. Si Ayq,..., A, sont des événements tels que P < N Ak) # 0 alors
k=1

P (ﬁ Ak) = P(Al) X ]P(AQ‘Al) X P(A3|A1 n A2) XX P <A7L| ﬁ Ak)
k=0

k=1

I1.1.3 Exemple
Un savant fou choisi dans la salle de classe des cobaye parmi les éléves. Aucune chance de s’en sortir. Quelle est la

probabilité pour qu’il choisisse successivement un garcon, une fille puis un gargon ?
On cherche P(Gl Nk N G3) = P(Gl)P(FQ|G1)P(03|Gl N Fg).

I1.1.4 Proposition (Probabilité totales)
Il s’agit de traduire les propriétés des probabilités vis-a-vis de l'intersection en termes de probabilités condition-
nelles.

1. Soit A un événement ni négligeable ni presque sir (P(A4) €]0, 1[). Alors A, A forment un systéme complet
d’événements et pour tout événement B,

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A).
2. Pour (Ap)nen un systéme complet d’événements (y compris fini) et B un événement

+oo
P(B) =) P(B|A4,)P(An)

n=0

ou l'on convient que P(B|A,)P(A4,) =0 si P(A,) = 0.

Preuve.
Immédiat. .

I1.1.5 Exemple
Un site internet a une audience séparée en deux types : les respectueux qui représentent 90% des inscrits et les trolls.
Les premiers ont un probabilité de 0.1 de répondre ou commencer une discussion houleuse sur une journée, les second
0.7.

Un nouvel utilisateur s’inscrit. Avec quelle probabilité participe-t-il & une discussion houleuse dés le premier jour ?
Dans les deux premiers jours ?

Notons T I’événement “le nouvel arrivant est un troll” et D ’événement “il participe a une discussion houleuse”.

P(D) =P(T) x P(D|IT) + P(T) x P(D|T) = 15 x 15 + 5 X & = =.

21 441 _ 184

Ainsi P(D) = % et la réponse a la deuxiéme question est 1 — (%)2 =1-— 53 = 5ez ~ 0.3 (préciser 'hypothese).
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I1.1.6 Proposition (Formule de Bayes)
Soient A, B deux événements non négligeables (P(A) > 0 et P(B) > 0. Alors P(B|A) = %P(/HB).

I1.1.7 Exemple
Malfagon ou triche organisée ? Toujours est-il que sur les 100 dés a 6 faces produits aujourd’hui 25 on une probabilité
de 1/2 de tomber sur 6...

On choisi un de ces dés et on le lance. Il tombe sur 6. Avec quelle probabilité est-il pipé ?

Notons S ’événement “le dé tombe sur 6” et T' I'événement “le dé choisi est pipé”. On cherche P(T'|S).

On connait P(S|T) = 1, P(T) = 4. I nous manque P(S) = P(T)P(S|T) + P(T)P(S|T) = 11 + 31 =1

i
Ainsi P(T'|S) = % =1

Cas d’application

Généralement I’énoncé donne P(A|B) et P(B). 11 faut calculer P(A) par la formule des probabilités totales.

II.2 Evénements indépendants

II1.2.1 Définition
Soient A, B deux événements. On dit que A et B sont indépendants ssi P(A N B) = P(A)P(B).

Lien avec les probas conditionnelles

Si on suppose P(B) > 0, la condition A et B sont indépendants devient P(A) = P(A|B). La réalisation de A ne
dépend pas de celle de B.

I1.2.2 Définition
Soient Aq,..., A, des événements. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants ssi

VI C [[1,n]]}P’(ﬂ A;) = HP(Ai)

i€l i€l

Attention

Trois événements indépendants 2 a 2 ne sont pas forcément mutuellement indépendants.

Complémentaires

Si (A, B) sont indépendants, il en est de méme de (A€, B), (A, B¢), (A€, B¢). On peut généraliser ce résultat a des
événements mutuellement indépendants (et mettre des complémentaires ou non ot bon nous semble).

En pratique

L’énoncé supposera trés souvent que certains événements sont indépendants, voire mutuellement indépendants.
On pourra alors tres facile calculer des probabilités d’intersection et de réunion (1 - P) en passant au complémentaire,
grice a la remarque précédente.

IIT Variables aléatoires

III.1 Lois

II1.1.1 Définition
1. Une variable aléatoire discréte est une fonction X : © — R ou X(Q) (ensemble des valeurs de X) est
dénombrable ou fini.

2. Si A est un ensemble de valeurs de X, on note (X € A) Pévénement “X prend 'une des valeurs dans A”, c’est
a dire I'ensemble X ~1(A).

3. Si z est 'une des valeurs que peut prendre X (ie. z € X(£2)), on note (X = z) 'événement X ~1({z}), c’est a
dire “X prend la valeur x”
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Valeurs

Le premiére chose & préciser sur une variable aléatoire (en théorie comme en pratique) est ’ensemble de ses valeurs.

II1.1.2 Théoreme
Soit X une variable aléatoire discréte sur . Notons {z,| n € N} ensemble de ses valeurs. Alors ((X = xp,))nen
est un systeme complet d’événements.

Preuve.
1. Sii#j,etweQuwe (X =ug;)N (X = ;) signifie que X (w) = z; et X(w) = z; ce qui est absurde.

2. Siw € Q, notons z,, = X (w). Alors w € (X = z,).
Ces deux points prouvent que les événements (X = x,,) sont deux & deux incompatibles et que leur réunion
est Q. m

I11.1.3 Exemple
Revenons a notre pile ou face. Cette fois la piéce est truquée et tombe sur pile avec un probabilité p €]0,1[. On note
X le numéro du lancé ou le jeu se fini. Calculer pour n € N\{0}, P(X = n) ainsi que leur somme.

II1.1.4 Définition
Soit X une variable aléatoire discrete. La loi de X est ’application

] X(©) [0, 1]
PX'{ x : P(X =2x)

Avec les notations du théoréme précédent, il s’agit de donner, P(X = x,,), pour tout n € N.

Somme

400
D’apreés le théoréme précédent, la loi de X vérifie > P(X =z,) = 1.

n=0
+oo
Réciproquement, on admet que si (py)nen est une suite de réels positifs telle que > p, = 1, alors on peut trouver
n=0

une probabilité P sur € et une variable aléatoire X telles que P(X = z,,) = pa.

IT11.2 Loi usuelles
Répétitions

Considérons une répétition illimité de la méme expérience aléatoire (par exemple on lance deux dés), et on s’intéresse
a un résultat précis que I’on nomme succes (on considére donc une répétition d’expérience "de Bernoulli”) qui apparait
avec une probabilité p €]0, 1[. On suppose les expériences mutuellement indépendantes.

On note X le rang du premier succes. Donner la loi de X.

II1.2.1 Définition
On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p €]0,1[ (on note X — G(p)) ssi Vk €

N\{0} P(X = k) = p(1 —p)".
En particulier, ’ensemble des valeurs de X est N\{0}

I11.2.2 Proposition
Soit X une variable aléatoire, X < G(p) pour un p €0, 1[. Soient n,k € N\{0}. P(X > n+k|X >n) =P(X > k).
On dit que la loi géométrique est sans mémoire.

Preuve.
On a au niveau des événements, (X > n+k)N(X >n) = (X > n+k). Ainsi P(X > n+k|X >n) = %.
+oo +o0o .
OrP(X >nt k)= Y B(X =ntk+14i)= 5 pl(l—p)™+ = p(1 —p) iy = (1= )+
De méme P(X > n) = (1 —p)" et P(X > k) = (1 — p)¥. Ce qui conclut. L]
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Explication Le fait de savoir que les n premiéres expériences ont échoués ne présage en rien du nombre d’échec ou
de succes a venir.

I11.2.3 Exemple
Soit A € R*
a\”

Trouver o € R tel que la série ) 25— converge et que sa somme soit 1.
neN

II1.2.4 Définition
Soit A €]0,+o00[. On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans N suit la loi de Poisson de parameétre A (noté
X < P(N)) ssi Yk € NP(X = k) = e AL,

Cas d’utilisation

On peut utiliser cette loi pour approximer une loi binomiale de parameétre faible (on le verra dans le prochain
chapitre de probabilités), ou pour modéliser une expérience ou les valeurs de X ont de fortes chances d’étre faible.
Nous verrons l'interprétation de A plus loin dans le chapitre.

III.3 Variables indépendantes

II1.3.1 Définition
Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes sur 2. On note {x,| n € N} et {y,,| m € N} les valeurs possibles de
X et Y respectivement.

1. La loi conjointe du couple (X,Y) est la loi décrite par la donnée de P(X = z,,,Y = y,,,) pour toutes les valeurs
de n et m.

2. Les lois marginales de la loi conjointe de (X,Y") sont les lois de X et Y.

3. Pour ng € N fixé tel que P(X = z,,) # 0, la loi conditionnelle de Y sachant (X = x,,) est la loi donnée par
P(Y = ym|X = zy,)
Calcul de lois

Notons pour (n,m) € N2, p,, ,,, = P(X = x,,,Y = y;,). ON suppose donc la loi conjointe connue.
400

1. Pour un n € Nfixé, > ppm =P(X =z,) car (Y = ym))men forment un systéme complet d’événements. (On
m=0

retrouve la premiére loi marginale par somme).

+oo
De méme, pour un m € N fixé, >~ ppm =P(Y = yn).

n=0
+oo 400 +oo oo
2. Alors Y > Pam= D, > Pam=1
n=0m=0 m=0n=0
3. Pour n,m ﬁXéS, ]P)(Y = ym|X = I‘n) = P(sz(g(m:,;(n:)zn) = +£o"-,m

Z Pn,k
k=0

I11.3.2 Exemple
On lance une piéce qui tombe sur pile avec une probabilité p €]0, 1] (et donc face avec une probabilité ¢ = 1—p €]0, 1[).
On note X le rang d’apparition du premier pile et Y le rang du second.

Donner la loi conjointe. Soient n,m € N\{0}.

— Sin>2malors P(X =n,Y =m) =0.
— Sil<n<mP(X=nY=m)=PY =m|X =n)P(X =n)=p(1—p)™ "I xp(l—p)"t=p21-pm2

Vérifions que la somme vaut 1.

“+o00 +oo +oo m—
S S ROy =)= 35 -t -
m=1n=1 m=2 n=1
+oo too
=Y (m-1p(L-p" P =p" ) m(l-
m=2 m=1
On re connait la dérivée de f: z+— — E " évaluéenz=1—1p
+oo =0
Ainsi 3. (m—1)(1—p)m~2= (1—(1+p))2 = z% et tout est bien qui fini bien.
m=2
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II1.3.3 Définition

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes sur €. on dit qu’elles sont indépendantes ssi Va,y € X (Q)x Y (Q)P(X =
z,Y =y) =P(X = 2)P(Y = y) ie ssi les événements (X = z) et (Y = y) sont deux a deux indépendants pour toutes
les valeurs possibles de = et y.

I11.3.4 Exemple
Les variables aléatoires de I’exemple [III.3.2{ ne sont pas indépendantes. Prendre par exemple P(X =2)Y =2) =0 #
P(X =2)P(Y =2)

Somme de deux lois de Poisson

Soient X,Y deux variables X < P(A) et Y — P(u), indépendantes. On note Z = X + Y. Calculer la loi de Z.

— Premiérement, Z est a valeurs dans N, comme X et Y.

n—=k

— Pourn € N, P(Z =n) = l;O]P’(X =kY=n—k) = kzoe_)‘),‘c—];e_“ﬁ =e ML+ ).

Ainsi Z < P(A + p).

I11.3.5 Proposition
Soient X, Y deux variables indépendantes et A C X(2),B C Y (). Alors P((X,Y) € AxB)=P(X € A)xP(Y ¢
B).

Extension des notions de premiéres années On admet que les résultats suivants sont encore vrais pour des
variables aléatoires discretes.

I11.3.6 Proposition
Si X,Y sont des variables aléatoires indépendantes et si on peut calculer f(X) et g(Y) pour des fonctions f et g
alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

II1.3.7 Définition
Soit (X, )nen n variables aléatoires discrétes sur . On dit qu’elles sont mutuellement indépendantes ssi pour k& € N\{0}

etiir, ... ix €N, Va1 € X;,(Q),... 2k € X (QP(X;, = a1 et ... et Xy =ay) =[]} P(X
Autrement dit, on peut calculer toute probabilité d’intersection finie par produit.

i; — xz)
Avec des événements

La proposition [[II.3.5] s’étend au cas de variables mutuellement indépendantes.

A retenir

Comme pour les événements, on supposera souvent dans I’énoncé que des variables aléatoires sont indépendantes.
On pourra alors calculer des probabilités d’intersection (et) par produit.

IV  Fonctions et probabilités

IV.1 Fonction de répartition

IV.1.1 Définition
Soit X une variable aléatoire discrete. On appelle fonction de répartition de X et on note F'x la fonction

o - R —- R
1z » PX<2)

IV.1.2 Exemple
Tracer un partie de la courbe représentative de F'x ou X suit une loi géométrique de parametre %
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83398 —

0.8750 _—

0.7500 —_—

0.5000 _—

Remarque

Imaginons que ’on connaisse la fonction de répartition Fy d’'une VA X mais pas sa loi. Notons X (Q) = {z,| n € N}
Pensemble des valeurs de X ol on a ordonnée les x,,, ie la suite (z,) est croissante.
Alors P(X = z¢) = Fx(zg) et pour tout n # 0, P(X = x,) = Fx(2n) — Fx(Tn-1)

IV.1.3 Proposition
Avec les notations de la définition, on a :

1. Fx est croissante sur R.
2. lim Fx(z)=0.
xTr—r—00

3. lim Fx(z)=1.

T—r+00
Preuve.
Il s’agit d’utiliser les propriétés de P suivantes : croissance, limite de la probabilité d’une suite décroissante
d’événements et limite de la probabilité d’une suite croissante d’événements. ]

IV.1.4 Exemple
En pratique, il est parfois plus pratique de calculer des probabilités de la forme P(X < n), ce qui revient a calculer la
fonction de répartition sans le dire.

Soient par exemple X,Y deux VA indépendantes de loi géométrique de parametre p €]0,1] et Z = min(X,Y).
Calculer 1 — F,

Pour n € N\{0}, P(Z >n) =P((X >n)N(Y >n)) =P(X >n)PY >n) = ((1-p)?)".

On en déduit facilement que Z < G(2p — p?).

IV.2 Fonction génératrice
Une série entiére

Soit X une VA a valeurs dans N (son ensemble de valeurs est un sous-ensemble de N).
Considérons la série entiere > P(X = n)t". Comme cette série converge absolument pour ¢t = +1, son rayon de
n=0
convergence vaut au moins 1.
IV.2.1 Définition
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction génératrice (ou série génératrice) de X est la fonction

+oo
Gx it B(tY) =Y P(X =n)t"
n=0
Gx est définie au moins sur le segment [—1,1], C*° sur | — 1,1[ et Gx (1) = 1.

Remarque

Par unicité des coefficients d’une série entiere de rayon de convergence non nul, la loi de X est entiérement
déterminée par la fonction Gx.
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Valeurs manquantes

On convient de poser P(X = n) = 0 pour tous les n qui ne sont pas des valeurs de X. En particulier, pour une
variable aléatoire sur un univers fini Gx est polynomiale !
IV.2.2 Exemple
Calculons les fonctions génératrices pour les lois usuelles.
1. Soit X < B(p) (Bernoulli, p €]0, 1]).
Alors Gx :t— (1 —p)t" +ptt =1 —p+pt.
2. Soit X < B(n,p) (binomiale, n € N\{0}, p €]0, 1]).

Alors Gy :t— > (3)pF(1—p)"Ftk = (1 —p+ pt)".
k=0

3. Soit X < G(p) (on p €]0,1]).
La série considérée est > p(1 —p)" 1" =pt > ((1 — p)t)™.

n>1 n=0
Cette série géométrique converge ssi |(1 — p)t| < 1 et donc
1 1 pt
Viel— —— — [ Gx(t) = —2
- 1 Gl =

Remarquons que le rayon de convergence de la série est ﬁ > 1.
4. Soit X < P(\) (A > 0).

+oo n
Pour ¢ G] — 17 1[7 Gx(t) = Z ef)‘)‘ th = 67)\6)\15 = eA(tfl).
n=0

n!

IV.2.3 Exercice
Déterminer la fonction génératrice d’une loi uniforme sur [1,n].

IV.2.4 Théoréme
Si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans N et indépendantes, notons Rx et Ry les rayons de
convergence de Gx et Gy respectivement. Posons également = min(Rx, Ry )

Alors Gx 1y est de rayon R > r et

Vi €] — ] Gxpy(t) = Gx(t)Gy (1)

Preuve.
Pour ¢ €]0, [, on pose f; : x — t*. Alors f(X) et f(Y) sont indépendantes (cf chapitre de probabilités) et donc
E#)E#Y) = EtXtY) = E(tX*Y). Ainsi t < R et on a bien Gx 1y (t) = Gx(t)Gy (t).

Deuxiéme méthode. La série produit (de Cauchy) GxGy est de rayon R > min(Rx, Ry) et pour ¢t €] —r,r|

“+o0
GX(t)GY(t) = chtn
n=0
oen= S PX=kPY =n—k) =S P(X=k)N(Y =n—k) =P(X+Y =n). .

k=0 k=0
IV.2.5 Exemple
On peut utiliser ce théoréme pour calculer la loi d’une somme de variables indépendantes.
1. Soient A\, u>0et X — P(N),YX — P(u).
Alors, pour tout t € R, Gx (t)Gx (V) = ert-Derlt=1) — cM+m(t-1) — Gy 1 (2).
Ainsi X +Y < P(A+ p) (car la fonction génératrice détermine la loi).
2. Langons deux dés équilibrés a 6 faces et notons X,Y les résultats obtenus pour le premier et le second dé
respectivement.
Donner la loi de X +Y (la somme des deux dés).
Ici les lois prennent un nombre fini de valeurs et donc les fonctions génératrices sont polynomiales.

5
Pour t € R, Gx(t) = Gy (t) = ¢t > t*. De plus X et Y sont indépendantes.
k=0

5 2
Ainsi Gx 4y (t) = L (Z t’“) = L (1+ 2t + 362 + 463 + 5¢% + 615 + 515 + 417 + 315 + 2% + ¢1°). On obtient
k=0

2 2131456789 101112
_ T 2 3 4 5 [§] 5 4 3 2 T
P(X=k) |35 | 35 |36 | 36 1 36 136 | 36 | 36 | 36 | 36 | 35
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IV.3 Espérance, variance

Explication La notion d’espérance s’étend de maniere naturelle aux variables aléatoires discréte. Par contre I'exis-
tence de I'espérance n’est pas garantie a priori, vu qu’il s’agit de la convergence d’une série numérique.

IV.3.1 Définition

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans X () = {z,| n € N}. On dit que X est d’espérance finie ssi
> x,P(X = x,) converge absolument.

neN

“+o00
Dans ce cas, on appelle espérance de X et on note E(X) le réel > 2,P(X = X,,).

n=0

Explication Comme pour le théoreme sur le produit de Cauchy il nous faut ici supposer la convergence absolue. La
raison est hors de notre programme : la valeur de la somme ne dépend pas de l'ordre dans lequel on calcule celle-ci.
En particulier ici, on peut numéroter les éléments de X (€2) comme bon nous semble sans changer I’espérance (encore
heureux!). En pratique, nos variables aléatoires sont trés souvent & valeurs dans N et I'ordre de sommation est naturel

(mais pas imposé).
IV.3.2 Exemple
On peut définir une loi & valeurs dans N\{0} par Vn € N\{0} P(X = n) = 2 car la série converge et est de limite 1.
Dans ce cas X n’est pas d’espérance finie.
IV.3.3 Définition-Proposition
Soit X une variable aléatoire discréte. Si X2 est d’espérance finie alors X aussi. Dans ce cas :
1. on appelle variance de X le nombre réel positif V(X) = E ((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)2.
2. on appelle écart-type de X le nombre réel positif o(X) = 1/V(X).
Si o(X) =1, on dit que X est réduite.
Preuve.

On suppose X? d’espérance finie ie . 22P(X = z,,) converge. Montrons que Y. |z,|P(X = x,,) converge.
neN neN

22P(X =x,) si o, > 1
P(X = z,,)sinon

Dans tous les cas |z, |P(X = z,) < (22 + 1)P(X = z,,) qui est la somme de deux TG de séries convergentes
et positives. Par comparaison de séries a termes positifs, X est d’espérance finie. [

Remarquons que pour n € N, |z,|P(X = z,) <

IV.3.4 Théoréme
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et G x sa fonction génératrice.

1. X posseéde une espérance finie ssi Gx est dérivable en 1 et alors E(X) = G (1).

2. X possede une variance finie ssi G x est deux fois dérivable en 1 et alors

V(X) = G% (1) + Gx (1) — (G’ (1))*.

Retrouver les formules

400 +oo
Tout d’abord, on a E(X) = > nP(X =n) et E(X?) = Y. n?P(X = n) (théoréme de transfert).
n=1 n=1
—+o0
De plus, on supposant la dérivabilité terme a terme, G (t) = > nP(X = n)t"~! donc on a bien G’ (1) = F(X).
n=1
+oo
De plus, G%(t) = > n(n — 1)P(X =n)t"~! donc G%(1) = E(X?) — E(X).
n=2

IV.3.5 Exemple
Trouvons 'espérance et la variance des lois géométriques et de Poisson.
1. Soit X < G(p) (ou p €]0,1]).

Gx des DSE sur | — ﬁ, ﬁ[ donc est deux fois dérivable en 1.

t 1—(1—p)t)+ptx(1—
De plus, Gx (t) = == done Gy () = EI=QERPAPIon) — Py done B(X) = 2 = L.
De méme G”(t) = p x (=2) x (—(1 —p)) x (1 — (1 —p)t)~? done G"(1) = U2l = 2U20) — p(x2) — B(X).

P
insi V E(X2 X))2 2(1-p) 1 1 1—
Ainsi V(X) = BE(X?) — (E(X)) _T+5_ B

p? = p?
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2. Soit X < P(A) (A >0).
Cette fois Gx est DSE sur R donc dérivable deux fois en 1.
De plus G (t) = Aer= et G% (1) = A\2e 1),
Ainsi B(X) =Gx(1)=Xet V(X)=A2+ X —- A2 =\

I1V.3.6 Proposition (Propriétés de 1’espérance)
Soient X,Y deux variables aléatoires discretes sur Q.

1. Linéarité. Soient A\, p € R. E(AX + pY) = AE(X) + pE(Y).

2. Positivité : si X > 0 alors F(X) > 0.

3. Croissance. Si Vw €  X(w) < Y(w) (que 'on note X <Y) alors E(X) < E(Y).
4. Si X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y).

Preuve.

1. Admis. on peut appliquer le théoréme de transfert & la VA (X,Y) et la fonction (z,y) — x + y et utiliser
le cours sur les séries absolument convergentes.

2. Evident : une série & termes positifs convergent a une somme positive.
3. Conséquence directe (et classique!) des deux propriétés précédentes.
4. Admis. [

IV.3.7 Exemple
1. Ceci est tout a fait en accord avec notre calcul de la loi d’une somme de deux lois de Poisson indépendantes.

2. Si X est d’espérance finie m = E(X), alors X — E(X) est une variable centrée ie d’espérance nulle.

IV.3.8 Théoréme (Théoréme de transfert)
Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X () = {z,| n € N} a valeurs réelles. f(X)
est d’espérance finie ssi > f(z,)P(X = x,) est absolument convergente.

n=0

“+o0
Alors E(f(X)) = Y. f(zn)P(X = z,). Ainsi 'espérance de f(X) est déterminée par la loi de X.
n=0

Preuve.
Admis. [ ]

IV.3.9 Exemple
Montrer que 2% est d’espérance finie et calculer son espérance quand X < P(\).

IV.3.10 Proposition
Soit X une variable aléatoire réelle et a,b € R. V(aX +b) = o>V (X).

Preuve.
On utilise V(aX +b) = E((aX +b)?) — (E(aX +b))? = E(a?X? + 2abX + V?) — (aB(X) + b)? = a’E(X?) —
a*(E(X))? = a®>V(X). ]

IV.4 Covariance

IV.4.1 Définition-Proposition

Soient X,Y deux variables aléatoires discretes. Si X et Y admettent un moment d’ordre 2 alors la variable (X —
E(X)(Y — E(Y)) est d’espérance finie.
Dans ce cas on appelle covariance de X et Y le réel

cov(X,Y)=FE(X - E(X))(Y —E(Y)))

119



120/]163 Chapitre 12. Probabilités

Preuve.
1l s’agit de montrer que XY est d’espérance finie (les autres VA le sont facilement quand on développe).
Or | XY| < X2+ Y? qui est bien d’espérance finie. L
Remarque

On a cov(X, X) = V(X).

IV.4.2 Proposition
Dans les conditions de la définition précédente :

1. cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y).
2. Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0.

3. la covariance est bilinéaire et symétrique.

Preuve.

Simple utilisation de la linéarité de l'espérance, en plus de la propriété E(a) = a quand a est une constante.
Le deuxieéme point est une conséquence directe d’un théoréme du chapitre sur les probabilités.
La symétrie est évidente, la bilinéarité conséquence simple de la linéarité de 1’espérance. ]

IV.4.3 Proposition
Soit X, Y deux variables aléatoires admettant une variance finie. Alors X + Y est de variance finie et

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)

Preuve.
Eneffet, V(X+Y) = B(X+Y)?)—(E(X + Y))2 = B(X?)4+2E(XY)+E(Y?)-E(X)?2E(X)E(Y)-E(Y?)n

IV.4.4 Exemple
Ainsi pour des variables indépendantes, V(X +Y) = V(X) + V(Y) et plus généralement la variance d’une somme de
variables mutuellement indépendantes est la somme des variances.
Rappelons une application importante, posons (X;);c[1,,] des variables aléatoires mutuellement indépendante de
méme loi de Bernoulli de parameétre p €]0, 1].
n
Alors S = ) X; suit une loi binomiale de parameétres n et p.
i=1
Or V(Xo) = E(X8) — E(X0)?> =p —p* =p(1 — p) et donc V(S) = np(1 — p).
Finissons le rappel par E(S) = nFE(Xy) = np par linéarité de I’espérance.

IV.4.5 Théoréme (Cauchy-Schwartz)

On a|cov(X,Y)| < /V(X)V(Y)

Preuve.
Soit t € R. Alors V(X +tY) = --- = 2V(Y) + 2t cov(X,Y) + V(X) qui est de degré 2 (si V(Y) # 0) et positif.
Le discriminant est donc négatif. [

IV.4.6 Définition
Soient X,Y deux variables aléatoires de variance finie et non nulle. Le coefficient de corrélation de X et Y est
cov(X,Y) cov(X,Y)

cor(X,Y) = TOv ) = o (X)o(V) € [-1,1]

Interprétation

L’étude du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwartz précédente, permet de montrer que cor(X,Y) = +1
ssi Y = aX + b pour a,b des réels. De plus, si X et Y sont indépendantes, cor(X,Y) = 0. On peut “donc” interpréter
ce coefficient comme une mesure du lien (autrement appelé corrélation) qui existe entre X et Y.
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V Etude asymptotique

V.1 Interprétation de la loi de Poisson

V.1.1 Proposition
Soit A > 0.

On considére une suite (X,,),>1 de variables aléatoires telles que X,, < B(n,p,) o p, +~ %
o0

Pour k € N fixé, on a lim P(X, =k) = e_)‘%’:.
n—-+o0o :

Preuve.
On cherche & estimer la limite de (3 )pk (1 — p,)"7*.
k—1
Or (}) = ﬁl,ﬁ), =L [T(n—i) ~ &nF. (par produit d’un nombre fixé d’équivalents)
: : Y =0 n—+oo ™°

k . 7’
De plus, pF ~ ;\Tk (encore une fois, k est fixé).
+oo

)nfk k

— 1.

n—-+oo

De plus, (1 —p, ol (1 —pp)™ car (1 —p,)~

Comme (1 — p,)" = e"(1=Pn) = en(=Prtotoc(Pn)) = ¢=Ato+(1) (avec 2 o(1) obtenus en remplacant p,, par

son équivalent dans le o). Ainsi (1 — p,)" e e~ # 0 (et donc on peut transformer cette limite en équivalent).
oo

Il n’y a plus qu’a effectuer le produit de nos équivalents.. [

En pratique

On peut utiliser une loi de Poisson pour approximer une loi binomiale de parameétre (n,p) dans le cas ot A = np
n’est “pas trop grand”.

n=30,p=0.10 n =10, p = 0.50

0.25

0.25

I Loi binomiale I Loi binomiale
B Loi de Poisson B Loi de Poisson

0.10 0.10

V.2 Loi des grands nombres

V.2.1 Théoréme (Inégalité de Markov)
Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs positives, d’espérance finie.

E(X)

Va>0P(X >a) < .

Explication L’idée “grossiére” derriére ce théoréme est que si 'espérance (la valeur moyenne) de X vaut m, alors
X ne prend pas des valeurs trop grande par rapport & m, ou alors avec une probabilité tres faible.
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V.2.2 Théoréme (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X une variable aléatoire de variance finie.

V(X)
g2

Ve >0P(|X — E(X)|>¢) <

Explication On quantifie cette fois ’écart entre X et sa "moyenne". La variance apparait naturellement.

V.2.3 Exemple

On pose S, la moyenne arithmétique de n variables de loi de Bernoulli indépendantes de parametre p. S = X;.

1
n

IINGE

i=1
Exemple pratique : on dépouille une urne contenant n bulletins dans une élection & deux candidats. (X; = 1) est
I’événement : le i-eéme bulletin est pour le candidat A. Ici I'indépendance des variables n’est slirement pas respecté
dans la pratique. Tant pis, poursuivons.
Le but est d’estimer p, la proportion de votant ayant choisi le candidat A. Cette probabilité (théorique) est inconnue
au moment de ’expérience.

Alors E(S)=pet V(S) = @.
p(p—1)

S représente la proportion votes apres n dépouillements indépendants. Alors P(|.S —p| > ¢) < B2,

On veut P(|S — p| > €) < 5%. Comment choisir & ? Il faut % < 125 soit encore &2 < 20@.

Or p(1 —p) < § (étape obligatoire, on ne connait pas encore p). On a donc e? < 2.
Ainsi, si on veut une approximation de p & 1% pres, on prend 1(1)—0 < \/5% soit encore n > 5.10%.
Attention, on & juste le résultat : la probabilité pour que la fréquence théorique s’écarte de plus de 1% de la

’ , 5
fréquence observée est < 100

V.2.4 Théoréme (Loi faible des grands nombres)
Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi, admettant un moment
d’ordre 2.

On pose, pour n > 1, S, = X}, et on note m = E(X;) l'espérance commune aux Xp.

n
k=1

V6>O]P’<

n—-+o0o

S"—m’}s) — 0
n

. Pour un ¢ > 0 fixé, la limite est nulle.

Explication Ce théoréme est la formalisation mathématique d’une idée naturelle.

Je répéte n fois la méme expérience aléatoire de Bernoulli (parameétre p) sans connaitre a priori le parameétre p (on
cherche & estimer une fréquence de maniére empirique, par exemple pour réaliser un sondage...)

Alors la fréquence moyenne de succes converge vers le parametre théorique p.

Résumé sur les lois usuelles

Nom Notation  Valeurs Loi Fonctions génératrice Espérance
Bernoulli B(p) {0,1} PX=1)=p,P(X=0)=1-p Gx(t)=1—p+pt,teR D
Binomiale B(n,p) [0,n] P(X =k)= (Z pF(1 —p)n—* Gx(t)=1—-p+pt)",teR np

Géométriawe  G() N0} PX=R=p(-p}  Gxl)= gt - ikl b
Poisson P(A),A>0 N P(X =k)=e?3; Gx(t) =Dt e R A
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Chapitre 13

Equations différentielles linéaires

I Equations scalaires

Rappel : il s’agit de trouver toutes les FONCTIONS qui vérifient une certaine relation sur un intervalle donné

I.1 Equations d’ordre 1
1.1.1 Définition
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation de la forme
vt eI y'(t) +a(t)y(t) = b(t) (E)
avec a, b des fonctions définies sur un intervalle I. L’équation homogéne associée a [E] est
VteIy'(t)+a(t)y(t) =0 (Ex)

On appelle solution de [E| toute fonction dérivable y : I — K telle que Vt € I ¢/(t) + a(t)y(t) = b(t). Les courbes
représentatives des fonctions solutions sont appelées courbes intégrales de I’équation.

Le probléme consistant trouver une solution de |E| vérifiant en plus une condition du type y(to) = yo (to € I et
Yo € K) est appelé un probléme de Cauchy . On parle de condition initiale.

Notation

On omet parfois de préciser I'intervalle dans I’écriture de ’équation, voire la variable. Dans ce cas 'intervalle est
précisé une fois pour toute.
Par exemple, résolvons sur R I’équation ' — 2y = 0.

I.1.2 Théoréme (Résolution de I’équation homogéne)
Soit a € C(I,K) et A une primitive de a sur I. Pour une fonction y € D(I,K) les assertions suivantes sont
équivalentes

L [Eu]Vt € I y/(t) + a(t)y(t) =0

2. INE RVt T y(t) = e A0,
Ainsi, a chaque scalaire A\ € K correspond exactement une fonction solution y et on remarque que toutes les
fonctions solutions sont proportionnelles.

Si de plus on donne ty € I et yo € K pour transformer cette équation en probleme de Cauchy en lui adjoignant
la condition y(tg) = yo, alors ce probléme de Cauchy posséde une unique solution.

I.1.3 Théoréme (Cauchy)
Soient a,b € C(I,K). Etant donné ¢y € I et yg € K, il existe une unique solution (sur I) y de ’équation différentielle

qui vérifie y(to) = yo.
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1.1.4 Proposition
L’ensemble des solutions de|E|sur I est un espace affine de dimension 1, c’est a dire que toute solution y est de la
forme y, + yg ol y, est 'une des solutions de [E| (appelée solution particuliere) et yy est une solution quelconque

de[Ex}

Sur les courbes intégrales

Soient g, et y2 des solutions de Pour ¢y € I quelconque, si y1(tg) = y2(to) alors y; et yo sont solutions d’un
méme probléeme de Cauchy et donc sont égales.

Ainsi deux solutions d’'une méme équation différentielle linéaire sont soient égales, soit leur courbes représentatives
ne se coupent pas.

Méthode

Pour résoudre une équation du type ' +ay = :
1. On commence par résoudre I’équation homogene associe : 3’ + ay = 0, ce qui se fait par un premier calcul de
primitive.
2. On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre. Soit il y en a une évident, soit via la
méthode de variation de la constante. Ceci nécessite un deuxiéme calcul de primitive.
3. On explicite clairement ’ensemble des solutions demandé (probléme de Cauchy, solutions ayant telle ou telle
propriété...)
1.1.5 Exemple
Résolvons I’équation (E) : ty’ +y = t? sur R.
On a ici un probleme, car le coefficient de y s’annule.
— On se place sur I = R ou R*. L’équation devient 3’ + %y =t et ’équation homogene a pour solution toutes
les fonctions de la forme y : ¢ +— % ou A € R est quelconque.
— On applique la méthode de variation de la constante. On cherche une solution sous la forme y : ¢ — @ =A(t)f(t)
ou A€ D(I,R) et f:t— % est une solution de ’équation homogene.
Alors, pour tout ¢t € I, N (t)f(t) + X&) f'(t) + %f(t) =t <= N)f(t) =t < N(t) =12
On prend A : ¢ +— g ety:t— % est une solution particuliere de E sur [
i i A * o A % + % sit <0
— Raccordement. Si y est solution de (E) sur R, alors elle vérifie (E) sur R} et RZ. Ainsiy : t — ¢ R G0
s 3 S1t >
ou A, Ao € R.
La seule possibilité pour pouvoir prolonger y par continuité en 0 et alors de prendre \; = Ay = 0.
Ainsi, la seule solution possible de (E) sur R est y : t — %
— ?écip)roquement (attention, ne pas oublier la synthese!), t — % est bien solution de (E) sur R (par un calcul
acile).

1.2 Equation d’ordre 2

1.2.1 Définition

On considére 1'équation (Eg) sur R : ay”(t) + by/(t) + cy(¢t) = 0 ot a, b, ¢ € K avec a # 0.
L’équation caractéristique associée est ar? 4 br 4+ ¢ = 0 d’inconnue r € C.

1.2.2 Théoréme (Résolution de I’équation homogeéne, cas complexe)
On counsideére a, b, c € C avec a # 0 et on cherche les solutions de (Ey) a valeurs complexes.

1. Si I'équation caractéristique posséde deux racines r; et ro distinctes dans C, alors y € D?(R, C) est solution
de (Eg) ssi il existe A\, A € C tels que

J R = C
y: t — )\16T1t+)\2€r2t
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2. Si Péquation caractéristique posseéde une racine double r alors y € D?(R, C) est solution de (Ex) ssi il existe
A1, A2 € C tels que

J R = C
y: t — (/\1754—/\2)6M

Si de plus on se donne tg € I et yo,y, € C, alors il existe une unique solution y de I’équation différentielle
homogene qui vérifie y(to) = yo et y'(to) = ¥}-

1.2.3 Théoréme (Résolution de I’équation homogéne, cas réels)
On considére a, b, c € R avec a # 0 et on cherche les solutions de (Ey) & valeurs réelles.

1. Si I’équation caractéristique posseéde deux racines r; et ro distinctes dans R, alors les solutions a valeurs
réelles de (Ey)) sont les fonctions de la forme

R —» C
Y { P Ment 4 Agemt avec A1, Ay € R.

2. Si léquation caractéristique posséde une racine double r alors les solutions a valeurs réelles de (Ey) sont
les fonctions de la forme

R —- C
y{ b Ot 4 Ag)et avec A1, Ay € R.

3. Si ’équation posséde deux solutions non réelles, qui sont donc complexes conjuguées et notée o + i3, alors
les solutions & valeurs réelles de (Eg) sont les fonctions de la forme

4= R A, A2 €R
Y5 t = €A cos(Bt) + Aasin(Bt)) VL2 '

De la méme maniere, un probléme de Cauchy réel possede une unique solution.

1.2.4 Théoréme
Soient a, b, ¢ € K tels que a # 0 et soit d € C(I,K).

1. Soient ¢y € I et yo,y, € K. Le probléeme de Cauchy (sur I)

ay’(t) + by’ (t) +ey(t) = d
y(to) = o
y'(to) = o

admet une unique solution.
2. L’équation différentielle linaire
ay" (t) + by’ (t) + cy(t) = d(t)

admet au moins une solution y, sur I, et I’ensemble de ses solutions est y, + Sp ou Sy est I'ensemble des
solutions de I’équation homogene associée.

1.2.5 Proposition (Principe de superposition)

Soient a,b,c € K, a # 0 et f1, fo € C(I,K). On suppose que y1,y2 € D(I,K) vérifient ay} + by] + cy1 = f1 et
ayy +bys+cy = fa. Alors pour tous A1, A2 € K, A\jy1 + A2ys est solution de I'équation différentielle ay” + by’ +cb =
ALf1+ A2 fa.
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Méthode

Le second membre est de la forme Ae®* avec A, € C des constantes. On cherche y,, sous la forme P(t)e** ou P
est :

1. K une constante si a n’est pas solution de | ’équation caractéristique.
2. t — Kt si « est une racine de 1'équation caractéristique (ie e** est 'une des solution de ’équation homogene)
3. t — K12 si o est une racine double de I’équation caractéristique.

Dans tous les cas, il faut déterminer la constante K

1.2.6 Exemple
Résoudre y” + y = cos(z).

1.3 Ordre 2, coefficients non constants

1.3.1 Théoréme (Cauchy-Lipschitz)
Soient a,b,c € C(I,K). Soient également to, € I, yo,y, € K. Le probleme de Cauchy

Y + at)y' (1) + b()y(t) = e(t)
y(to) = yo posséde une unique solution C2(I,KK) définie sur I.
y'(to) = wo

Preuve.
Admis! n

1.3.2 Théoreme
Soient a, b, ¢ € C(I,K). L’ensemble des solutions sur I de 'équation y”(t)+a(t)y’(t) +b(t)y(t) = c(t) est un espace
affine de dimension 2. Sa direction est ’ensemble des solutions de ’équation homogene associée.

Plus précisément, les solutions de (Ex) v (t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0 sont de la forme t — Ayy (t) + pya(t)
(pour \, u € K quelconques) ot y1,y2 sont solutions de (Ef) et non proportionnelles et toute solution de (E)
est de la forme y, + ym ol y, est une solution particuliere de (E) et yz une solution quelconque de (Eg).

Preuve.
Le théoreme précédent nous assure l'existence de y, qui est une solution particuliere de (E) (il suffit de choisir
une condition particuliére).

Notons Sy ’ensemble des solutions de (Ep) et S I'ensemble des solutions de (E).

2 I
Posons ¢ : { DA, K; : ]?If,, Ly + by qui est facilement linéaire. Alors Sy = ker(yp).
80 - K2
Alors pour ty € I, y (y(to) est linéaire (Sp est un K-ev, voir le cours de sup) et bijective
y'(to)

d’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz. ce qui conclut sur la dimension de Sy.
Soit maintenant y € D?(I,K). Alors y € S < »(y) = p(y,) <= ¢y —yp) =0 <= y—y, € Sy ce qui
prouve bien que S =y, + Sy (plan affine). =
Principe de superposition

Il reste bien évidemment valable, méme quand les coefficients ne sont pas constants.

Méthode de résolution

Il n’y a pas de méthode générale! On ne connait que la forme des solutions, ainsi que la structure de I'ensemble
des solutions de 1’équation homogene. En général, I'exercice propose une méthode pour trouver au moins une solution
de I’équation homogene.
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Recherche d’une solution DSE

Toujours en deux phases :

1. Analyse : on suppose qu’il existe une solution DSE de rayon R > 0 et on trouve une relation sur les coefficients,
que 'on résout.

2. Synthese : on montre que la ou les fonctions trouvées sont solution. Soit en reconnaissant le DSE (fonction
usuelle), soit en prouvant que le rayon de convergence trouvé est > 0. Il reste & vérifier (automatique normale-
ment), que la fonction ainsi définie est bien solution, sur un intervalle que ’on précisera bien.

Résolvons sur des intervalles le plus grand possible t2(1 — t)y” —t(1 + 1)y’ +y =0 (E).

+oo
On cherche une solution y sous la forme y : t — > a,t", ie y est la somme d’une série entiére sur un intervalle
n=0
] —r,r[ pour r > 0.
+oo +oo
Alors, pour t €] —r,7[, ¥'(t) = Y na,t" et y’(t) = > n(n — 1)a,t" 2
n=1 n=2
y est solution de (E) ssi
t2(1—t)y"(t) — t(L + )y (t) +y(t) =0
+oo too
<— Z n(n — 1)a,t" Z (n —1)a,t" — Z na,t" — z nant™tt + Z apt”™ =
n=2 n=2
+oo
@Z(—n(n—l) t"“—l—Z (n—1)—=n+Dayt" —ait —a;t* +ag +ait =0
n=2
—+oo —+oo
— - Z na,t"t + Z (n —1)2ant™ —a1t* + a9 =0
n=2 n=2

+oo
= — Z (n — 1)2an,_1t" + Z (TL - 1)2ant" — a1t2 +ag=0
n=3 n=2

— Z (n —1)2(ay — an_1)t" + asts — ayt* + a9 =0

Par unicité des coefficient d'un DSE de rayon non nul, ag = 0, a; = az et Vn > 3 (n — 1)*(a,, — a,,_1) = 0 donc
Yn>2a, =a,_1.

Finalement, ag = 0 et ¥n > 1 a,, = a; donc y(t) = a; Z t" = aqt Z = b

Synthese : le rayon de convergence de la série trouve etant egal a 1, l'unicité est valable et donc y : t — fft

est solution de (E) sur | — 1,1 pour toute valeur de a;. C’est mieux que ce & quoi on pouvait s’attendre, vu que le
coefficient de " s’annule en 1 et 0.
Il nous manque une solution de cette équation homogene, non proportionnelle a ¢ — ﬁ

Trouver une deuxiéme solution

On reprend le cas général : y”(t) + a(t)y’(¢) + b(t)y(t) = 0 sur Vintervalle 1.

Si on connait une solution yy de (E) sur I qui ne s’annule pas, alors on fait un changement de fonction inconnue,
A= i ie on cherche une autre solution y sous la forme y = A\yy ott A € C?(I,K) est notre inconnue.

En replacant dans I’équation, le terme en A disparait toujours.

1.3.3 Exemple
ON reprend t*(1 — t)y"” —t(1+t)y’ +y = 0 (E) avec yo : t — 5. On cherche y sous la forme y = Ayo sur 'intervalle
10, 1[ (pour l'instant).

Alors y est solution de (E) ssi t2(1 — #)(N"yo + 2Ny + Ayf) — (1 +t)(Nyo + Ayh) + Ayo = 0 ssi t2(1 — )N "yo +
N(2t2(1 —t)yp — t(1+t)yo) = 0

Or 2(1 — t)yo = t* et 22(1 — t)yg(t) — (1 + t)yo(t) = 262 7H — * 204 _ 21t g2

Ainsi A vérifie A7 4+ $X =0 et donc X' () = C17 et A(t) = CyInlt| + Co on Cy,C; € R.

Finalement, les solutions de (E) sur |0, 1[ sont de la forme y : ¢ — C} till(? + Cy 1 = 15 (CrIn(t) + Cy).

Le calcul de vérification montre que y : t — % (Cy In [t|+C3) est solution sur les intervalles ] —o0,0[,]0, 1[,]1, 4-00][.
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IT Systemes différentiels linéaires

II.1 Cauchy-Lipschitz

I1.1.1 Définition h
Soit Y € D(I,K™) une fonction a valeurs vectorielles. On pose Y = | @ [. Soient également B € C(I,K") et une

Yn
matrice A € M, (R).

1. Le systeme d’équations différentielles Y/ = AY + B est appelé un systéme différentiel linéaire a n équations et
n inconnues, a coefficients constants.

2. Le systéme homogene associé est Y/ = AY'. 1l est défini sur R a priori.
3. Résoudre un tel systeme, c’est trouver toutes les fonctions vy, ..., y, le vérifiant.
Y =AY +B
4. Soit tg € I et Yy € K. On appelle probléme de Cauchy (en (tg,Yp)) le systéme
Y(to) = Yo
I1.1.2 Exemple } A Yl = 2ys +yo + €t
Dans le cas n = 2, un tel systeme peut étre ¢~ )
Yy = y1 + 2yo + sin(t)

I1.1.3 Théoréme
Avec les notations de la définition, un probléeme de Cauchy posséde une unique solution.
Les hypotheses sont B € C(I,K"), I est un intervalle infini et ¢g € I.

Preuve.
Admis n

I1.1.4 Théoréme
Soit A € M, (K) et (H) le systeme différentiel Y/ = AY. L’ensemble Sy de ses solutions est un sous-espace
vectoriel de C*°(I,K™) de dimension n.

Si B € C(I,K"), 'ensemble des solution de Y’ = AY + B est un sous-espace affine de direction Sy, c’est &
dire que les solutions sont de la méme forme que pour les équations scalaires précédentes.

Preuve.
Comme pour 'ordre 2 scalaire, on construit une bijection linéaire entre Sy et K" grace au théoreme |[[.1.3] =

I1.2 Cas A diagonalisable

Résolution

Y1 =2y1 + 2
!

Y2 = Y1 + 22
oo (21 shoe 1o (1 -1 (3 0
La matrice A = (1 2) peut s’écrire A= PDP~" ou P = (1 1 ) et D= <O 1).
On a maintenant Y’ = AY <= Y’ = PDP~'Y <= P~ 'Y’ = DP7'Y. Sion pose X = P!V (ie Y = PX),
alors le systéme différentiel devient Y’ = DY (la multiplication par la matrice P~! consiste en des sommes et des
produits par des constantes donc P~1Y’ = (P~1Y)’ par linéarité de la dérivation).

Résolvons {

) =3z
En notant X = (zl) on obtient { } ! que l'on sait résoudre. Il existe a,b € R tels que x1 : t — ae’® et x5 :
2 Ty = T2

t — bel. 3 ¢
. B T v 1\ o -1\ ,  (ae’ —be
OrYPXP<x2>.A1n81Y.t»—>a(1>e +b<1 e = aedt + bet |
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Remarque importante

Nous n’avons pas eu besoin du calcul de P~'. La méthode précédente est a retenir, surtout le passage de Y a X.

I1.2.1 Proposition
Soit A € M,,(K) diagonalisable dans K. On note Ay, ..., A, ses valeurs propres et V1, ..., V, des vecteurs propres
associés, qui forment une base de K".

Alors I'ensemble des solutions de Y/ = AY est Vect(t — eV, ...t e*tV,).

Preuve.
C’est une généralisation facile de I'exemple précédent. [

Matrice réelle diagonalisable dans M,,(C)

Dans ce cas, on obtient dans le théoréme précédent, des expressions de la forme e*V et MV . On admet que 'on
peut les remplacer par Re(eMV) et Im(e V).

I1.2.2 Exemple
. 1 2
Traiter le cas A = (1 3>

Limite et parties réelles des valeurs propres

Notez que Iexponentielle réelle qui apparait est de la forme e®¢-. A quelle condition peut-on dire que toutes les
0
solutions Y vérifient Y (¢) — 7
t—+oo .
0

Cas A trigonalisable

On peut faire un résolution de proche en proche. Chaque ligne devient une équation scalaire d’ordre 1 a résoudre.

Second membre

Si le systéme est de la forme Y/ = AY + B avec B continue, on reprend les notations de I’exemple. On trouve
X' = DX + P !'B et il faut calculer P~! pour trouver X avant de calculer Y.

II.3 Lien avec les équations scalaires a coefficient constant
Transformation du probléme

)

/

On souhaite résoudre y3) —2y” — 9/ +2y =0. On pose Y = | ¢/ | et Péquation devient Y’ =

1

N OO

Equation caractéristique

D’apres le cours sur les matrices compagnons, le polyndéme caractéristique, dans le cas général, est directement
lisible sur I’équation, comme pour 'ordre 2.

n—1 .
Plus précisément, si on veut résoudre y(™ + > a;y~" = 0, le polyndme caractéristique de la matrice obtenu est

i=0
n—1 .
X"+ > a;X". On retrouve bien le résultat connu quand n = 2.
i=0
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Chapitre 14

Géométrie dans le plan et ’espace

I Isométries

I.1 Groupe orthogonal en dimension 2

On se place dans R2. On note B, = (e1,e2) la base canonique.

L.1.1 Définition cos) —sinf cos sinf
Soit 8 € R, on pose Ry = (sin& c0s 0 > t Sy = (sin@ _ cos 9>.

Interprétation géométrique

1. Donner I'image d’un vecteur unitaire par Ry. C’est la matrice de la rotation d’angle 6

2. On note D : —sin(f)x + cos(f)y = 0. Calculer la matrice de la symétrie orthogonale d’axe D.

I.1.2 Proposition (Caractérisation de O2(R))
Soit M € Oy (R)

1. M € SO3(R) ssi il existe 0 tel que M = Ry. Ainsi les matrices de SO3(R) commutent entre elles.
2. det M = —1 ssi M est de la forme Sy

Preuve.
— On commence par remarquer que toutes les matrices Ry sont clairement dans SO2(R).
0 ¢ a2+ =1
Réciproquement, soit M = (b d) € SO3(R). Alors { > +d*> =1
ad —bc =1

On peut donc écrire, d’apres les deux premiére équations a = cosp,b = singp et ¢ = cosy,d = sin .
Maintenant la condition sur le déterminant est

cospcost —singsiny = 1 ie. cos(p+¢) =1

On en déduit que ¢ + ¢ = 2km avec k € Z. Donc sin ¢ = sin(—p) = —sin ¢ et cosp = cos p. CQFD.

— On peut faire la méme démonstration avec det M = —1 et trouver le résultat annoncé. ]

Traduction sur les isométries

Soit f € O(R?) une isométrie du plan. Alors f est une rotation ssi det(f) = 1 et f est une réflexion ssi det(f) = —1.
Dans le cas d’une rotation, il suffit de déterminer 'image d’un vecteur de base pour en déduire l'angle. pour une
réflexion, on cherche la droite de point fixe pour la caractériser géométriquement.

1.1.3 Exemple
Calculer RyS,. On pourra d’abord remarquer que c’est une matrice d’isométrie négative.

Composition de deux réflexions

La composée de deux réflexion est une rotation du plan. Il reste a déterminer I'angle.
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Valeurs propres

1. Les matrices de rotations Ry # I ne sont pas diagonalisables dans R. Leurs valeurs propres sont et

2. Les réflexions sont diagonalisables, de valeurs propres 1 et -1 (multiplicité 1).

I.2 Groupe orthogonal en dimension 3
On se place maintenant dans E = R? espace euclidien de dimension 3, et B, est une base directe.

1.2.1 Définition
Si f est la rotation d’angle 6 autour de 'axe D = Vect(u) orienté par le vecteur unitaire u, alors dans toute base
orthonormée de la forme B = (u,v,w) (le premier vecteur doit étre u) on a

1 0 0
Matg(f) =0 cosf —sinf
0 sinf cosf

L’interprétation géométrique est la suivante : Vect(u) est la droite des points fixes, et dans P = Vect(v, w) = Vect(u)*,
f est la rotation d’angle 6.

On dit que 'axe de f est orienté par u, car ’angle de rotation dans 1’espace dépend de la direction selon laquelle
on observe le plan P. Le sens de u donne le “dessus” de P et donc le c6té par lequel on observe P pour que l'angle
soit bien . On on change le sens de u (qui devient donc —u), alors Pangle de la méme rotation devient —6.

1.2.2 Proposition
Soit f € O(F) une isométrie d’un espace euclidien. Alors si f posséde une valeur propre A réelle, on a A = £1.

Preuve.
Soit & # O un vecteur propre associé & A € R une valeur propre de f.
Alors || f(z)|| = ||z|| car f est une isométrie. On a donc |Az|| = ||z|| ou encore |A|||z|| = ||| Ainsi |A] =1

car x est non nul donc de norme non nulle.
Plus généralement, soit M la matrice dans une base orthonormée de f et A € Sp(M) réelle ou non. Soit
également un vecteur X € K™ propre de M associé a .
Alors X est un vecteur propre associé a A (car M est & coefficients réels) et on a {AX)AX = NXAX =
INIXX.
zZ1 B n
Si on note X = alors XXX = Y |z]? > 0.
Z i=1

De plus, comme A est orthogonale, {AX)AX = X*AAX ='XX. Ainsi |[A\?|| =1 et X est de module 1. =

Etude des valeurs propres

Soit f € O(E). Comme 3 est impair, x; possede une racine réelle qui vaut forcément £1. Notons u un vecteur
propre associé a A = +1.

Alors P = Vect(u)! est stable par f et fip est une isométrie d'un plan vectoriel. Ainsi f|p est une rotation ou
une réflexion. Si f|p est une réflexion, alors f est une symétrie orthogonale. Dans le cas ou f|p est une rotation il y a
plusieurs possibilités :

— Cas A = 1. f est une rotation de ’espace.

— Cas A = —1. f est la composée (commutative) d’une rotation et d’une réflexion. L’axe de rotation est Vect(u)
et le plan de réflexion est P.
Dans une BOND B = (u,v,w) (en prenant u de norme 1, c’est toujours possible), alors (v,w) est une base
orthonormée de P et on a

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
Matg(f) = 0 cos(d) sin() | = 0 1 0| x |0 cos(f) sin(h)
0 sin(f) cos(6) 0 0 1 0 sin(f) cos(6)

et le produit commute bien.
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1.2.3 Théoréme
Soit f € O(E) avec E de dimension 3.

1. Sidet f =1 alors f est une rotation de l’espace (ou un retournement qui est une rotation d’angle ).

2. Si det f = —1, alors f est soit une réflexion soit la composée d’une réflexion et d’une rotation (I'axe de
rotation étant orthogonal au plan de réflexion).

Etude d’une matrice orthogonale

Soit M € O3(R). On suppose M # +I5. On note f ’endomorphisme canoniquement associé.
1. Si M est symétrique, alors f est une symétrie orthogonale. Si tr(M) = 1 il s’agit d’une réflexion (symétrie par
rapport & un plan), si tr(M) = —1 il s’agit d’une symétrie axiale (retournement).
2. Sinon il y a deux cas.
(a) Sidet(M) =1, alors f est une rotation.
(b) Sidet(M) = —1 alors —M est une matrice de rotation d’axe Vect(u) orienté par u et d’angle . Alors f est
la composée de la réflexion par rapport a Vect(u)* et de la rotation d’axe Vect(u) et d’angle 6 + .

1.2.4 Exemple

-1 2 2
Soit M = % 2 =1 2 |. M est symétrique donc il s’agit d’'une matrice de symétrie orthogonale. Comme
2 2 -1
tr(M) = —1, il ’agit d’une symétrie axiale.
—4 2 2
On détermine I’axe comme ensemble des points fixes, ie comme noyau de M — I3 = % 2 —4 2 |].Clairement
2 2 -4
1
X = | 1] vérifie (M — I3)X = 0 donc M est la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale d’axe

Déterminer une rotation

Soit M une matrice de SO3(R).

1. Etape 1 : déterminer I'axe. Il s’agit de ’ensemble des points fixes, ou encore de ’espace propre associé a la valeur
propre 1. On fixe u de norme 1 directeur de 'axe.

2. Etape 2 : déterminer Pangle. On le note 6 €] — m, 7).
On a déja, tr(M) = 1+ 2cos(f) donc on connait cos(d) facilement. Il reste a trouver le signe de 6, ie le signe de

sin(6).
1 0 0

Fixons v, w tels que B = (u,v,w) soit une BOND. Alors detg(u,v, Mv) ={0 1 cos@|=sin8.
0 0 sind

Si maintenant X € R? n’est pas sur 'axe de rotation, on écrit X = au + Xp ot Xp est non nul et orthogonal
a u. Alors, dans la base orthonormée directe B’ = (u, ﬁ, u A ﬁ), detp (u, X, MX) = det(u, Xp, MXp) =
| X Pl sin(9)

Meéthode

Pour déterminer I'axe D et 'angle 6 €] — 7, 7] d’une rotation dans 'espace de matrice M dans la base canonique :
1. Trouver D comme noyau de M — Is. On note D = Vect(u) ol u est unitaire.

tr(M) =1+ 2cosf

sg(sin(8)) = sg(det(u, X, M X))

une BOND, de préférence dans la base canonique. En régle générale, on prend pour X un vecteur de la base
canonique.

2. Soit X un vecteur X ¢ D. 0 vérifie { ou le déterminant est calculé dans
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1.2.5 Exemple

Soit M =

o~ O
= o O

1
0 ). Montrer que M est une matrice de rotation dont on précisera un axe dirigé et 'angle
0

correspondant.

II Coniques

II.1 Forme réduite

I1.1.1 Définition
Une conique de R? est 'ensemble des points M : (z,y) vérifiant une équation de la forme

ar® +bxy+cy’ +dr+ey+f=0
ott (a,b,c) € R3\{(0,0,0)} et d,e, f € R.

I1.1.2 Exemple
Les cercles sont des cas particuliers de coniques.

I1.1.3 Définition
Soient a, b, p > 0. On appelle équation réduite de conique les équations suivantes :

2 2

— & + 4% =1 (ellipse)
— i—z - g—j = 1 (hyperbole)
— y? = 2px (parabole)

II.2 Tracés
Etude
Nous allons paramétrer chacune de ces coniques pour les tracer.

x = acos(f)

1. Une ellipse admet un paramétrage par 30 € [0, 27] { . On obtient un tracé de la forme : Ici

y = bsin(6)
b=1,a > b. on observe deux axes de symétrie (et le centre O qui est centre de symétrie).
x = Fach(t
2. Une hyperbole est la réunion de deux arcs paramétrés : 3t € R ®)
y = bsh(t)
Encore une fois on observe deux axes de symétries.
t2
=<
3. Un parabole se parametre en 3t € R { ;p . Cette fois nous n’avons plus que l'axe (Oz) qui est axe de
y =
symeétrie.
Tracés

II.3 Réduction d’une conique
Ecriture matricielle

Fixons les coefficients d’une équation de conique.
b

On pose X = <Zj) et A = <§ i) Alors ‘X AX = axz? + bxy + cy?. Ainsi en posant en plus L = (d e), on

2
obtient :

ar? +bry+ ey +dr+ey+ f=0 <= XAX+LX+f=0
Le but est maintenant de diagonaliser A, ce qui fait disparaitre le terme “rectangle” en zy.

D’apres le théoréme spectral, on peut toujours trouver une base orthonormée directe dans laquelle I’équation n’a
plus de terme en xy.
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Apreés rotation

Comme A est symétrique réelle, on peut la diagonaliser dans une base orthonormée directe. Notons A, u ses valeurs
propres. On suppose A # p (sinon, A était déja diagonale, les homothétie ne changent pas de matrice par changement
de base). Notons P la matrice de passage (qui diagonalise A).

Posons X' = P71 X =*'PX ie X = PX’, les coordonnées de X dans la nouvelle base.

XAX +LX + f=0 < {(PX)APX'+ LPX'+ f=0 < X'DX'+ (LP)X'+ f=0 < X"+ uy? +
da'+ey +f=0ou LP=(d ¢).

1. Si A =0 et pu # 0, on obtient (mise sous forme canonique) soit une parabole soit une réunion de droites.

2. 81 XA # 0et u # 0, on passe sous forme canonique (pour z et y, attention & bien factoriser par A et u) pour
obtenir soit une équation d’ellipse soit une équation d’hyperbole (au moins pour le membre de gauche), apres
changement de repére par translation (la mise sous forme canonique donne les coordonnées du centre, comme
pour les cercles).

Suivant la valeur de la constante, on peut obtenir un seul point, ’ensemble vide ou deux droites sécantes.

I1.3.1 Exemple
Tracer les coniques 322 + 4zy + 3y? = +1, 22 — 4oy — 2y% + 22 — 4y = .
On obtient d’abord ’ensemble vide, puis une ellipse (rotation d’angle F)

1 =2
Pour la seconde, la matrice est Ay = <_2 _2>. det(Az2) < 0, on obtient une conique de type hyperbole. Les

valeurs propres sont les racines de X2 + X — 6 qui sont 2 et — 3.

E5(Ay) = Vect (_21> et F_3 = Vect (;) On pose P = % (_21 ;) = Matg, (@, ¥). L’équation dans le nouveau

repere devient 222 — 3y2 + 2(2”3:/?/) - 4_”6:;%2?/ = « c'est a dire 22/% — 3y% + %x’ - %y’ =a < 2(z' + %)2 -
%—3(y/+%)2+§:a = 2(x’+2—\3/5)2—1%—3(y'+%)2:a+1

On obtient une hyperbole ou la réunion de deux droites suivant la valeur de «.

Méthode

Pour réduire une équation de conique :
1. Diagonaliser A, puis écrire I’équation dans le nouveau repere.
2. Passer sous forme canonique en z et y (ou seulement l'un des deux).

3. Exhiber ’éventuel centre, faire le tracé dans le nouveau repere.
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Chapitre 15

Courbes et surfaces

Dans ce chapitre on rapporte ’espace usuel euclidien & R? par le choix d’un repére orthonormé de référence
(0,7, 7, k) et on identifie les points avec leur colonne de coordonnées.

I Paramétrages

I.1 Courbes paramétrées

1.1.1 Définition x(t)
Une courbe paramétrée de I’espace est une fonction f: ¢+ M(t) = | y(t) | définie sur un intervalle I non trivial.
z(t)
Son support I' est 'ensemble {M(t)|t € I} = f(I). C’est ’ensemble que I'on cherche a tracer ou étudier.
Si I' est inclus dans un plan, on dira que f (ou abusivement I') est une courbe plane, sinon on dit que f est une
courbe gauche.

1.1.2 Exemple

z(t) = a+at a
1. ¢y(t)=pF+0bt (définie sur R) ot | b | # Ors et a, 5,y sont fixés est une courbe plane.
2(t) =7+ ¢
(t) = cos(t)
2. Sy(t) = (t) (définie sur R) est une courbe gauche.
2(t) =

1.1.3 Définition-Proposition
Soit f :t — M(t) une courbe paramétrée définie sur I, dérivable. On note I' son support.

1. Pour tq € I, le point M(ty) est dit regulier ssi f’(to) # 0.
2. Si M(tg) est régulier, la tangente & I' en M (tg) est dirigée par f'(¢o).

Remarque

Si I est plane, alors toutes ses tangentes son contenues dans le plan qui contient I'.

1.1.4 Exemple z(t) = cos(t)
On reprend le deuxiéme exemple. f : ¢+ < y(t) =sin(¢) . Pour ¢t € R on note f(t) = M(t) Pour tg € R, f'(to) =
z(t) =t

cos(tg) | #0.. La tangente est donc | sin + Vect | cos(tg)

—sin(to) Cos((to)_ — sin(tg)
1 to 1

Calculons la projection de T sur (zOy) et (zOz). Le projeté de M(t) sur (xOy) est | sin(¢) | et donc la projection
de T est le cercle de centre O et de rayon 1.
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cos(t)
Le projeté de M(t) sur (zOz) est 0 |. La projection de I' est la courbe représentative de cos tracée le long
t
de l'axe (Oz).
Remarque : I' est contenue dans la surface d’équation 22 + y? = 1 qui est un cylindre.

I[.2 Surfaces paramétrées

1.2.1 Définition
On appelle nappe paramétrée ou surface paramétrée une fonction de classe C¥ (k > 1) définie sur un ouvert U de R?

et & valeurs dans R3. Une telle fonction f sera notée f : (u,v) — M(u,v) =
Le support d’une surface paramétrée est Pensemble S = {M (u,v)| (u,v) €
1.2.2 Exemple cos(u) cos(v)

Pour u,v € R on pose M (u,v) = | sin(u) cos(v) |. Voir python pour le tracé
sin(v)

1.2.3 Définition
Soit f : (u,v) — M (u,v) une surface paramétrée de support S. Une courbe tracée sur S est une courbe paramétrée
dont le support est inclus dans S.

Définir une telle courbe revient a donner deux fonctions u, v € C1(I, R) (I un intervalle) telles que Vt € I (u(t),v(t)) €
U. On obtient alors une courbe v : t — M (u(t),v(t)). Son support I' est inclus dans S.

1.2.4 Théoréme

Soit v : t — M(u(t),v(t)) définie sur I une courbe tracée sur S (notation de la définition). Soit ¢y € I. Si

v(to) = M(u(to),v(to)) = (uo,v0) est un point régulier alors la tangente en ce point a un vecteur directeur
oM

appartenant a Vect (5 (uo, vo), %(uo, Vo))
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Preuve.
7 est dérivable par composition et on a pour t € I, 7/ (t) = ' (£) L (u(t), v(t)) + v’ (t) 2L (u(t), v(t)).

Si on applique en tj, on obtient le résultat souhaité (et méme les coefficients de la combinaison linéaire
correspondante qui sont respectivement u’(tg) et v'(¢)). [

1.2.5 Définition
Soit f : (u,v) = M (u,v) une surface paramétrée définie sur un ouvert U C R?. On note S son support. Soit (ug,v) € U
et Mo = M(UO,U()).
1. (a)n dit dit J\/.g) est un poirit regulier de S (ou de f) ssi (%(uo,vo)7 %—Af(uo,vo)) est libre c’est & dire ssi
%(UO,U()) A TIZI(UO, 1}0) 75 0.

Sinon on dit que My est critique ou singulier.

2. Si My est régulier, on appelle plan tangent a S en My le plan

oM oM
MO + VeCt(%(UO, ’U())7 W(U(L UO)).

Remarque

Le plan tangent en M est en fait la réunion de toutes les tangentes aux courbes tracées sur S et qui passent par
M().

1.2.6 Exemple z(u,v) =u+v
Pour (u,v) € R? on pose } y(u,v) =u —v . Trouvons les points réguliers ainsi que le plan tangent en (u,v) = (0,0).

z(u,v) = wv

1 1 u-+v
M ()= |1], 2L = | -1]. Alors Z2L(u,v) A DL(u,v) = [u+v | #0.
v u -9
0
En (0,0) le plan tangent est normal & | 0 | donc a une équation de la forme z + ¢ =0 ol ¢ € R est & trouver.
-2

0
Or M(0,0) = [ 0|, donc le plan cherché est d’équation z = 0.
0

Ug + Vg
Plus généralement, au point M (ug,vg), le plan tangent est normal & | ug +vo | et posséde donc une équation
-2
de la forme (ug + vo)z + (ug + vo)y — 22 + ¢ = 0 out ¢ € R est a trouver. Or ce plan passe par M (ug,vy) donc
(ug + v0)? + ug — v3 — 2ugvg + ¢ = 0. Apres simplification on trouve ¢ = —2u3.

1.2.7 Définition
En un point régulier My, la droite passant par My et normale au plan tangente est appelée normale & la surface en
My.

II Equation cartésienne

II.1 Equation explicite
Surface représentative

Rappelons que pour f : C1(U,R), sa surface représentative est la surface d’équation z = f(x,y) qui est I'ensemble

x
{{ v |l@yeU}
[z, y)
u
Une telle surface peut étre paramétrée par M (u,v) = v
fu,v)
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Plans tangents

1 0
Tous les points sont réguliers car on obtient %—Af(u,v) = o 0 , %(u,v) = 1 et la plan tangent
7x (U, 0) 37,(% v)
_% U, v)
est normal & | —3=(u, v)
T
On retrouve le résultat du cours sur les fonctions de deux variables. Au point My = | yo | de la surface S : z =
20

f(x,y), le plan tangent est d’équation

of of
z—2z90=(r—z9)=—(x —y0) = (zq,
0= 0)890( 0:Y0) + (¥ yO)(’)y( 0,Y0)
I1.1.1 Exemple
Calculons I’équation du plan tangent et une représentation paramétrique de la normale en tout point régulier de
S:z=a%—9y%

o Xo
Comme vu au dessus, tous les points sont réguliers et en My = | yo | = Yo € S, le plan tangent est
2 2
20 To — Yo

Py:z=2z0+ (x —20)2x0 + (y — yo) X (—2y0) = 2z02 — 2yoy — 333 + y%

To 220
La normale est alors Yo + Vect | —2yo
2,2 -1
To — Yo

Surface z = x"2 -y"2

Intersection avec un plan

Donner Uinterprétation géométrique des intersections de la surface S précédente avec les plans d’équations x = «,

y = [, z =y pour «, f3,7 fixés.
On trouve respectivement : une parabole, une parabole, une hyperbole ou la réunion de deux droites (qui est le cas

~v=0).

II.2 Equation implicite

I1.2.1 Définition

Soit U un ouvert de R3 et f € C(U,R). On appelle surface (implicite) d’équation f(z,y,2) = 0 'ensemble ¥ =
z

{[y| € R® f(z,y,2) = 0} (ensemble des solutions de ’équation).
z

— -
Un point M € ¥ est dit régulier ssi grad f(M) # 0 et singulier sinon.

11.2.2 Exemple
On peut par exemple considérer les surfaces d’équation z2 + 4% + 22 = 1 ou 22 + y? = 4 (décrire cette derniére).
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Egalité avec une surface paramétrée

cos(u) cos(v)

Reprenons M (u,v) = | sin(u) cos(v) | et notons S le support de la surface.
sin(v)
x
Si |y| = M(u,v) € S alors 22 + 4> + 22 = 1 et donc S C ¥ : 22 + y? + 22 = 1. Dans le cas général, montrer
z

I’égalité est délicat. Le cas favorable est quand les surfaces ne sont pas égales et il suffit de trouver un point de ¥ qui
ne soit pas dans S (on raisonne souvent sur les signes d’une ou plusieurs coordonnées).
Dans notre exemple, il y a égalité et nous allons le montrer.
x
Soit |y | € . Ainsi (22 +y?) + 2% = 1. Donc il existe un o €] — 7, 7] (unique d’ailleurs) tel que z = sin(a) et 22 +
z

y? = cos? a.

Si cos(a) = 0, alors z = y = 0 (et d’ailleurs z = +1). Sinon, (

Coﬁa)2 + (COZQ)Q = 1 et donc (toujours d’apres le

cours de sup), il existe 3 €] — 7, 7| tel que = = cos 3 et - =sinf.
T

En posant u = et v =, on a bien |y | = M(u,v) et donc X C S.
z

I1.2.3 Théoréme (Plan tangent)
Soit U un ouvert de R3 et f € CY(U,R). Soit ¥ la surface d’équation f(z,y,z) = 0 et My € ¥ un point régulier.

Alors le plan tangent & 3 en My est le plan passant par My et normal & grad f(Mp) ie le plan d’équation

7] 7] 0
(& = 20) g (a0, o 20) + (5 = 30) 3 (0,0 50) + (= = 20) 5 (o, oy ) = O

Preuve.
Admis n

I1.2.4 Exercice
Montrer que les plan tangents da une sphére sont normauz au rayon.

II:2.§ E)femplg 2?4222 =1
Décrire géométriquement la courbe plane C : 1
Tyt 5= 0

C est l'intersection d’un plan et d’un sphere : il s’agit d’'un cercle ou d’un point ou de ’ensemble vide.

Décrire la projection orthogonale de C sur (zOy). Il s’agit de faire disparaitre z de 1’équation de la spheére, pour
décrire C comme 'intersection d’un plan et d’un cylindre perpendiculaire & (zOy).

On obtient une conique d’équation 22 + y? + 2(x — y)? = 1 <= 32% — 4oy + 3y? = 1 La matrice associée est
<_32 _32> dont les valeurs propres sont 1 et 5. De plus F(A) = Vect <}) et E5(A) = Vect (_1

s

> . Ainsi par rotation
d’angle 7 on obtient 'équation réduite 2’ 2 4 5y’ = 1 qui est une équation d’ellipse que l’on sait tracer.

u = np.array([1, 1]) / np.sqrt(2)

v = np.array([-1, 1]) / np.sqrt(2)

T = np.linspace(-np.pi, np.pi, 150)

points = [np.cos(t) * u + np.sin(t) * v / np.sqrt(5) for t in T]
X = np.array([p[0] for p in points])

Y = np.array([p[1] for p in points])

plt.plot(X, Y)

Adaptation aux courbes définies implicitement
On a des résultats tout a fait similaires pour les courbes de R? définies par des équations de la forme f(z,y) = 0.

En particulier, la droite tangente en My = (i0> est d’équation
0

(&= 20) (2o 90) + (3= ) 51 (o, ) =0
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pour un point régulier M de la courbe.

I1.3 Intersection de surfaces

I1.3.1 Définition
Soit U un ouvert de R? et f,g € C}(U,R).
fla,y,2)=0
9(x,y,2) =0
intersection peut étre une surface, un ou des points, vide...).
. P . . — =
Un point M € T est dit régulier si et seulement si grad f(M) A grad g(M) # 0

On appelle courbe d’équation cartésienne I : { I'intersection des des surfaces ainsi définies (cette

Remarque

Un point My est régulier ssi il 'est pour les deux surfaces ¥ : f(z,y,2) = 0 et Xz : g(x,y,2) = 0 et que les plans
tangents en My ne sont pas confondus.

I1.3.2 Théoréme o
Avec les notations de la définition précédente, si My = | yo | est un point régulier de I" alors la tangente a I" en
20

My est la droite My + Vect(grad f(My) A grad g(My))

Preuve.
Une idée : la tangente a I est I'intersection des plans tangents a 31 et 3o en M. De plus, le gradient est normal
au plan tangent. [

IIT Surfaces particulieres

III.1 Surfaces réglées

II1.1.1 Définition
Une surface S est dite réglée ssi elle peut étre écrite comme la réunion d’une famille de droites.

Plus précisément, S est réglée ssi il existe une surface paramétrée dont le support est S de la forme M (k,t) =
A(t) + ku(t) ot A, u sont de classe CK(I,R?) et u ne s’annule pas. M est alors définie sur I x R.

Pour un ¢ fixé, la droite D, = A(t) + Vect(u(t)) est une génératrice de S et ona S = |J D,
el

I11.1.2 Exemple
Le cylindre d’équation x? + 32 = 1 est réglé. Ses génératrices sont paralleles & (Oz). Une paramétrisation possible est
cos(t)
M(k,t) = | sin(¢)
k
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I11.1.3 Exemple
Considérons la jolie surface ¥ : 22 + 32 — 22 = 1 (hyperboloide de révolution & une nappe).
T
Soit M = | y | € R3. Supposons pour l'instant = # =+1.
z
MeXYssi(y—2)(y+2)=1—-2x)(1+2).
Or (1—x)(1+=z)#0donc M € ¥ ssiil existe un p # 0 tel que (y —2) =p(l —z) et (y+2) = HT“C. C’est a dire

T+Yy—z=
{p 4 b . Il s’agit de 'intersection de 2 plans non paralléles et donc d’une droite.

—rtytz=
Ainsi les points de X d’abscisse # +1 sont décrits par une réunion de droites.
r==1
Le cas x = +1 est facile : on obtient y = £z et { N est la réunion de 4 droites.
Yy==xz

Coin culture

Si on échange (1—=x) et (14+x) dans le raisonnement précédent, on obtient une autre famille de droites génératrices,
disjointe de la premiére (aucune droite n’est dans les deux familles). On peut prouver que ces deux familles sont les
seules familles de génératrices de X.

I11.1.4 Proposition
Soit S une surface réglée. En un point régulier My, le plan tangent contient la génératrice passant par M.

Preuve.
Avec les notations de la définition, %—A,f(k,t) = u(t) est un des vecteurs qui engendre la direction du plan
tangent. -

II1.1.5 Exemple (Un céne)

2 ﬁ =1 1
On considere Dellipse C : {x +0 4 et le point A = | 1 |. Donner un représentation de la surface réglée X
z =
1

engendrée par les droites qui passent par A et un point de C.
On peut donner une représentation paramétrique facilement, car les droites D; qui sont génératrices de X sont de

cos(t) — 1
la forme Dy = A+ Vect | 2sin(t) — 1
-1
x =14 k(cost—1) x—z=kcost
Trouvons une équation cartésienne. On a, pour les points de X, ¢ y = 1 + k(2sin(¢) — 1) — (y—z=2ksint

Ainsi les points de ¥ vérifient 4(z — 2)? + (y — 2)? = 4(1 — 2)? (on a une inclusion, on peut vérifier la deuxiéme
d’une maniére similaire au raisonnement fait sur la sphére en posant k =1 — z).
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II1.1.6 Définition
1. Un cdne est une surface engendrée par toutes les droites passant par un point fixe €2 et un point d’une courbe
T.

2. Un cylindre est une surface engendrée par toute les droites dirigée par u fixé et passant par un point d’une
courbe T'.

Remarque

Quand T" est un cercle et le projeté orthogonal de €2 est le centre de ce cercle, on obtient le cone “sablier” usuel.
Dans le cas ou « est normal au plan contenant le cercle I', on obtient un cylindre de section circulaire.
Mais ce ne sont pas les seuls cones et cylindre!

Exercice 21 x(t) =t
On prend @ = Jet I' paramétrée par  y(t) =0 (d’équation z = sin(z) et y = 0). Donner une représentation
z(t) = sin(t)
paramétrée et une équation.
u
Une équation est z = sin(x) et une représentation paramétrée est M (u,v) = v (un parameétre pour la
sin(u)

courbe, un pour le coefficient de ).

II1.2 Surfaces de révolution

II1.2.1 Définition

On appelle surface de révolution la surface S obtenue par rotation d’une courbe I' par rotation autour d’une droite A.
— A est axe de S.

— Les intersections de S avec les plans orthogonaux a A sont soit vide soit des cercles d’axe A que l'on appelle
paralleles de S.

— Un plan méridien de S est un plan qui contient A.

— Une méridienne de S est 'intersection de S avec un demi-plan, méridien délimité par A.

Axe (Oz) et coordonnées cylindriques

Dans le cas ot I' est donné par une courbe paramétrée f et A = (Oz), on peut utiliser les coordonnées cylindriques
pour paramétrer .S.
T
En effet, M = [y | € S ssi il existe un point f(t) tel que d(M,(0z)) = d(f(t),0z) et z = z(t). Ainsi, en
z
p(t) cos(0)
coordonnées cylindriques, p = p(t) et z = z(t) donc M = | p(t) sin(d)
z

(t)

I11.2.2 Exemple 2
On cousideére le cercle C de centre | 0 |, de rayon 1 contenu dans le plan (zOz).
0
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Donner une paramétrisation et une équation de la surface de révolution de C autour de A = (Oz).
x(t) = 2+ cos(t)

Une paramétrisation de C est y(t) = ¢ y(t) =0
z(t) = sin(t)

M= |y ]| € 8 ssiil existe ¢ tel que d(M, (0z)) = d(y(t),(0z)) et M’y(t; 1 (Oz) ie p = p(t) et z = z(t). Ainsi
(1) cos(0)
M= | p(t) si(n)(@) o p(t) = /x(t)?2 + y(t)? = |z(t)] = 2 + cos(t).
sin(t
(2 + cos(t)) cos(8)
Finalement, M = | (2 + cos(t))sin() | pour un t,0 € [—, ]2
sin(t)

2
De plus, on a 22 +y* = (24 cos(t))? donc (\/x2 +y2— 2) + 22 =1 et on a trouvé une surface ¥ qui contient S.

Cas général

Dans le cas général, il faut traduire les conditions : M € S ssi il existe My € I tel que d(M, A) = d(Mop, A) et (]\TM;W’) =
0 ou u dirige A.

Il s’agit ensuite, pour obtenir une équation cartésienne d’éliminer les coordonnées de My ( ou son parametre) de
ses équations. Plus facile a dire qu’a faire dans le cas général.

I11.2.3 Exemple
Montrer que la surface S : 22 + y? — 22 + 1 = est de révolution autour de (Oz).
En coordonnées cylindriques, I’équation devient p? = 22 — 1. Donc en posant z = u comme paramétre, on obtient

vu? —1cosv

bien une paramétrisation d’une surface de révolution : M(u,v) = | vu2 — 1sin(v) | pour un v € R\] —1,1[ et v €
U
[—m, 7).
t2—1
Une représentation paramétrique d’un méridienne peut étre ¢ — 0
t
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Chapitre 16

Courbes paramétrées

Dans tout ce cours, I désigne un intervalle non vide et non réduit & un point.

I Etude de courbes : rappels

I.1 Courbes dans R?

1I.1.1 Définition

Une courbe paramétrée de classe C* dans R? est une fonction f : ) Le support de la courbe est f(I)

I
t o— M(t
(Pensemble des points M (t), ou encore la trajectoire du point M) .

1.1.2 Définition
Soit f une courbe C'(I,R?) et tq € I. Si f'(to) # 0, on dit que le point tg est régulier, sinon on dit qu'il est singulier.
Si tous les points de f sont régulier, f est dite réguliere.

Courbes représentatives

Soit ¢ : I — R une fonction C! (numérique). On considére la courbe f : t <¢ft)>

t

Le support de f est alors
pp f { ( <p(t)

) | t € I}, c’est & dire la courbe représentative de la fonction ¢! De plus, f est
réguliere.

Question subsidiaire : que dire de la courbe paramétrée g : t — <cp§ )> ?

1.2 Tangentes, variations

1.2.1 Théoreme
Si to est un point régulier de la courbe f alors f posséde une tangente en tq dirigée par f’(to).

I.3 Points singuliers
Rappels

Pour une courbe f de classe C* et un parametre fixé tq, lorsqu’on veut étudier lallure de la courbe au point
My = f(to), on calcule Ientier p qui est le plus petit entier non nul tel que f®)(ty) # 0 puis I'entier ¢ qui est le
plus petit entier strictement supérieur a p tel que f(9(to) n’est pas colinéaire & f)(ty). La tangente en M est alors
dirigée par fP)(tq) et passe par Mp.

Dans le cas (classique) p = 1 et ¢ = 2, c’est a dire que la vitesse et laccélération sont non colinéaires (et donc
toutes les deux non nulles), on dit que My est un point birégulier.

Etude locale

Suivant la parité de p et ¢ on obtient les 4 cas suivants.
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£ (t0)
£ (20) £ (t0)
Point ordinaire Point d'inflexion
£ (k) F (k)
2 (to) F@ (k)
Rebroussement 1ére espéce Rebroussement 2éme espéce

I.4 Branches infinies
1.4.1 Définition -
Soit f : I — R? une courbe paramétrée et a € I. On dit que f posséde une branche infinie au voisinage de a si z et y
admettent une limite en a et qu’on est dans un des cas suivant
1. Une des limite est infinie et Pautre finie : on obtient une asymptote horizontale (seulement y(t) tend vers 'infini)
ou verticale (seulement z(t) tend vers I'infini).

2. ces deux limites sont infinies.

(a) Si }gn % = 0 alors on dit que f posseéde une branche parabolique de direction (Oz).

(b) Si tlirn % = 400 alors on dit que f posséde une branche parabolique de direction (Oy).
—a

(c) Si}%%:aeR* il y a deux cas
i si tlim y(t) — ax(t) = B € R alors on dit que la droite D : y = ax + [ est asymptote & f.
—a

ii. sinon on dit que f admet une branche parabolique de pente m.

/

/ _—

II Etude métrique

II.1 Longueur d’une courbe
Notion intuitive de longueur

Longueur de la courbe entre les points de paramétres ¢ et t + dt est & || f/(¢)||dt = vitesse X temps. Si on intégre
entre a et b, on trouve donc la longueur de la courbe entre les points de parametres a et b.

II.1.1 Définition
Soient a,b € I. On appelle longueur (algébrique) de f € C*(I,R) entre les points a et b le réel f; I (®)||de.
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I1.1.2 Exemple
1. Calculer la longueur du cercle trigonométrique.

2. Calculer la longueur de l’arc de la parabole y = 22 entre les abscisses 0 et 2.
t

tQ) dont le support est cette parabole. En effet, M = <gyc) vérifie

On considere la courbe paramétrée ¢ — (

1
y = 22 ssi il existe t € R tel que x =t et y = 22 = t2. f est une courbe C' et on a f': ¢+ (2t>

2
La longueur ! cherchée vaut donc | = / vV 1+ 4t2dt. On sait que x — sh(x) est une bijection de R dans R.
0

On veut poser une nouvelle variable u telle que 2t = sh(u) (qui est un changement de variable C! et bijectif) ie
t = 1 sh(u). On pose o tel que 1 sh(a) =2 ie sha = 4. On a de plus dt = 3 ch(u)du

«@ 1 1 «
Alors [ = / \/1 4 sh? (u)§ ch(u)du = 5/ ch?(u)du car ch est positive et ch? = 1 + sh?.
0 0

Ainsi

I=-
2

1 “=3

1/ae2u+2+e—2ud 1 £+2u_e—2u @ 62a+4a_e2a
0 2 2 |, 16

Or on a e® — e~ = 8 car sh(a) = 4. Ainsi (¢*)? — 8e* — 1 = 0. En considérant que I'inconnue est %, on trouve
que le discriminant est 68 = 4 x 17. Ainsi e® = % = 4 + /17 (Pautre racine du trindme est strictement
négative). On en déduit que a = In(4 + /17) et €?* = 8e* + 1 = 33 + 8y/17. De plus, e * = e* —8 = /17 — 4
et donc e72* =1 — 8¢~ = 33 — 8/17.

Finalement | — 3H8VITHAIUIDZG3-8VIT) _ \/T7 4 Lin(4 4 V/17).

On peut aisément vérifier en python

import scipy.integrate as sci
import numpy as np
def f(t):

return np.sqrt(1l + 4*t**2)

sci.quad(f, 0, 2) # valeur approchée de 1l'intégrale de f entre 0 et 2
np.sqrt(17) + np.log(4 + np.sqrt(17))/4

t — sin(t)

I1.1.3 Exemple
(1 — cos(t)

Longueur de la cycloide sur [—m, 7] définie par f: ¢ +— ) On trouve || f/(¢)|| = 2| sin %|.

s

Alors la longueur cherchée est /

—T

t g t
2| sin §|dt = 4/ sin idt car t — |sin| est paire et Vt € [0, 7] sin > 0.
0
On obtient donc 4 [—2cos %]g = 8, qui la longueur d’'une arche de cette cycloide.
II.2 Abscisse curviligne

On considére maintenant f € C¥(I,R?) une courbe réguliére (la vitesse ne s’annule pas), avec k > 1.

I1.2.1 Définition

Soit tg € 1.
0 lle absci ilisne de f d'origine f, la foncti {I%R
n appelle abscisse curviligne de origine tq la fonction s : t .
t o= [ 1 (w)lldu
Remarque
L’information connue a priori sur s est la dérivée : % = ||f’||. Elle ne dépend pas de I’origine choisie. Dans la suite

on supposera choisie une origine.

I1.2.2 Proposition
On considére une courbe réguliere f de classe C*.

L’abscisse curviligne d’origine ¢y est un C* difféomorphisme de I sur son image, c’est & dire que c’est une
bijection C* dont la réciproque est C*.
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Preuve.
Rappelons que 'application N : (z,y) + /22 + y?2 est de classe C*° sur R?\{(0,0)}.
Ainsi g : t — || f'(t)|| est de classe C*~! sur I car f’ ne s’annule pas. On a méme V¢t € I g(t) > 0.

t
De plus, s : t +— [ g(u)du est la primitive de g qui s’annule en ¢ et est donc de classe CF sur I. Comme
to

s’ =g >0, s est strictement croissante et s : I — s(I) est bien une bijection.
Comme s’ ne s’annule pas, s~! est également de classe C¥. Pour mémoire, on a Vz € s(I) (s71)(z) =

1
TG @) n

Paramétrage par 1’abscisse curviligne

) . o R — R2?

Notons J = s(I). Le résultat précédent permet de définir une nouvelle courbe de méme support g : { w o fsiw)
On a en fait changé la maniere de parcourir la méme trajectoire, et on obtient immédiatement ’ g—g = 1 (paramétrage
normal). Remarquons que u = s(t) = g(u) = f(t).

Notation
La relation relation H‘%H = 1 est classiquement notée ‘%H = 1, pour indiquer que le paramétrage choisi est celui

) : i ; df _dfde _ pro 1
par l'abscisse curviligne. On a maintenant g- = g3 qc = [’ ¥ TR

Si on parametre f par s, on repere en fait les points de la trajectoire non plus par le temps de parcours, mais par
la distance depuis l'origine. Il semble cohérent que le vecteur vitesse soit de norme 1.

I1.3 Repere de Frenet

I1.3.1 Définition

Soit t € I. On note ?(t) = Hjﬁ:% (vecteur unitaire tangent de f en t) et ﬁ(t) (vecteur unitaire normal de f en t) le

vecteur unitaire directement orthogonal a T' ().
Le repere (f(t), ?(t), ﬁ(t)) est appelé repere de Frenet de f en ¢.

M(t)

I1.3.2 Théoréme (Détermination angulaire)
Il existe une fonction a € C*~1(I,R) telle que

Vi e I T(t) = cos(a(t))7+ sin(a(t))

<~y
Il
g

Q

=

Ainsi «a(t) est 'angle entre 7°et ?(t)

Preuve.
Hors programme.

On considere la fonction g : I — C qui a ¢ associe I'affixe de ?(t) On a H?(t)” =1 et donc [g(t)] = 1. il
s’agit de montrer que V¢ € I g(t) = ¢’ et que la fonction o est C¥~1. On sait que g est de classe C*~1.

On a gg = 1 et en dérivant on obtient ¢'g + gg’ = 0, c’est & dire que la fonction ¢'g = % (si|z| = 1 alors
zZ= %) est imaginaire pure.

On fixe tg € I. Soit 0 : t +— —1i ffto %dt. Alors 6 : I — R et est de classe CF~1

On a alors (eiem) _ iG’(t)eie(”g(t)—e“’(t)g’(t) P (%g(t) _ g(t)) -0

g9(t) f2(t) T g7
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Ainsi t — € ( ) est une fonction constante sur 'intervalle I.

g(t) = Ke*®

avec g(to) = K = €' car |g(to)| = 1 et donc g(t) = '@ ot o = a4 0 € CF~! convient ! "

Illustration

I1.3.3 Proposition
1. On a alors N( = —sina(t)r'+ cos a(t)dt = Ty

dz

2. Comme ? = 35> on en déduit que 57 = cosa et % = sin a.

I1.3.4 Exemple
Déterminer la fonction ¢ — «(t) pour la courbe représentative de 1'exponentielle.

On considere la courbe paramétrée associée f : ¢t — (et qui est une courbe C! sur R dont la dérivée vaut

it (elt> # 0 pour tout t € R. Ainsi f est bien une courbe réguliére.

Reprenons la définition de «. Pour cela il nous faut calculer le repéere de Frénet en tout point. On a, pour ¢t € R,
= o 1 1 = o 1 —6t
T(t) = W (Gt et donc N(t) = W 1 .
- 1 . 0 . ot
On cherche «a(t) tel que T'(t) = cos(a(t)) (0) +sin(a(t)) (1) On a donc cos(a(t)) = \/141_7 et sin(a(t)) = Wirwl

Ainsi (et c’est cohérent avec le tracé), cos(a(t)) > 0 et sin(a(t)) > 0. On peut prendre «(t) = arccos (ﬁ) ou

a(t) = arcsin (ﬁ) ou méme, comme « €0, 3 a(t) = arctan(e’).

II.4 Courbure
I1.4.1 Définition
On appelle courbure la dérivée de la fonction « par rapport a s :

da

VZE

Comme « est un angle, il n’a pas d’unité. v s’exprime donc en m™1!.

Interprétation

1. Siy >0, c’est que la détermination angulaire croit, c’est a dire que la courbe tourne vers la gauche.
2. Siy <0, c’est que la détermination angulaire décroit, c’est a dire que la courbe tourne vers la droite.

3. Si v est grand en valeur absolue, c’est que a change rapidement, c’est a dire que la courbe tourne "vite".

I1.4.2 Théoréme (Formules de Frenet)
On a

@—Vﬁet@ —fy?
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Preuve,

Onadd—?:@d—o‘ ﬁ n

da ds v

11.4.3 Exemple
Calculer 'expression du vecteur vitesse et du vecteur accélération en fonction de ?, ﬁ, ~. On note v = ||f'|| et T = f'.
Alors 7 = vT par définition de T.

7 dv _ dvqi AT _ dvqi ,dTds _ doqi 2. A7
De plus, @ = = dtT—|—vdt = dtT—|—vds o= dtT—|—v YN.

11.4.4 Exemple
1. Courbure du cercle de centre O et de rayon R > 0. On trouve y = % (une fonction constante).

. :p ds 1
2. Pour la cycloide, sur | — m, 7|, on avait §; = 5 T

. 1— int . — i
Ainsi T = L+ .COS(t) = (™ 2 ]. Donc N = .COSt 2.
2sin 5 sint COS 5 sin ¢

1 t
dT _ dsdT _ _ 1 3 COS 3 S
De pluS’ ds — dt dt — 2sin% < 1gin t et donc W(t) " 4sin

N+

2 2

Dans le repére de Frenet

Si on calcule [?, %] (produit mixte, c’est le déterminant dans le plan qui ne dépend pas du ROND choisi pour le
calculer), on obtient v en prenant les coordonnées dans la base de Frenet.

— _1 ! d?_dsd?_ 1 1 // 1 "
Hors, T = pfy et T = 4T = by ((m) Pt md )

I
Ainsi v = [|flz|f/, I\J}’H X ((h}/) [+ ||f1r|f”>} = [[Hfl/”f/v[iuf}‘ﬁ 'l = Hf}”s[f/,f”] (linéarité + caracteére al-

terné). Finalement
_ (Y
7= \as

I1.4.5 Exercice ¢
Traduire cette formule en fonction des fonctions coordonnées x,y. Et si f est la courbe t — (@(@) ?

d0M d20M
dt 7 dt?

IIT Enveloppe, développée

III.1 Courbe développée

IT1.1.1 Définition
Un point d’'une courbe paramétrée est dit birégulier ssi les vecteurs vitesse et accélération en ce point ne sont pas
colinéaires. On a donc (avec les notations classiques) les entiers p et ¢ qui valent p =1 et ¢ = 2.

I11.1.2 Proposition
Pour une courbe C?, le point de parameétre ¢ est birégulier ssi y(t) # 0.

Preuve.

11 s’agit juste d’une redite du calcul de y(t) = Hf,(lt)ug [/ (&), f"(®)]. m

II1.1.3 Définition
Soit f € C?(I,R?) une courbe biréguli¢re (tous les points sont biréguliers). Le rayon de courbure au point t est
R(t) = ﬁ et le centre de courbure est le point C'(t) = M (t) + R(t)ﬁ(t) ie MC = RN.

On peut évidemment repérer M par son abscisse curviligne et exprimer toutes les quantités en fonction de s.

Interprétation

Au point de parameétre t; € I, le cercle tangent en T'(¢1) qui “ressemble” le plus & la courbe est le cercle centré en
C(t1) et de rayon R(t1). On I'appelle cercle de courbure en t;.

II1.1.4 Définition
Le lieu des centres de courbure d’une courbe s’appelle la courbe développée. C’est la courbe t — C(t).
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II1.1.5 Exemple

Prenons comme courbe Dellipse f : ¢ — <2S(;ZS§§)) <x(§) > M (t) sur [—7, x]. Trouvons sa courbe développée.
f est de classe C2. Soit t € [—m, 7] f/(t) ( ) et donc

= —2sin(t
T(t) = ——2—— .

®) /4 sin2 (t)+cos2 (t) ( cos(t) )
Trouvons 7.

ar _ 14t
Ona G5 = mron @

Ainsi

a7
E(t)
3 sin? )+ 1

6 cos(t)sin(t) [ —2sin(t) 1 —2cos(t)
(3sin?(¢) +1)% < cos(t) > * 3sin?(t) + 1 <sin(t) ))

= G TIe ( 3 cos(t) sin(t) (f:;(ntgt)) + (3sin?(t) + 1) <—_28clis&g)>)
= e
7 (-

6 cos(t) sin?(t) — 6 sin?(t) cos(t) — 2 cos(t))

~ (3sin?(t) +1)2 —3 cos?(t) 1n(t) — 3sin®(t) — sin(¢)

2 cos(t 2 =
)~ Gt
4sin(t (3sin?(t) +1)2

"~ (3sin?(t) + 1)

N #.
insi 'Y( ) 3 slllz(t)+1)2

Maintenant, le centre de courbure vérifie C(t) = M(t) + v(f)N ( ) = <2s(13§?g)> + 351“2# (—_265()11((%) =
(‘;’ cos(t) — 3 cos(t) sinz(t)> _3 ( cos®(t)

—3sin3(t) _9 sin3(t)> et on reconnait une astroide.
I11.1.6 Exemple

Calculons la développée de la cycloide (sur | — 7, 7|, le reste s’obtenant par translation).
t

Tei M(t) = (t sin(t )) De plus, R(t) = —4sin & ot N(t) = (?022).

cos(t) sin 5
t — sin(t) —2sint _( t+sin(t) . .
Ainsi C(t) = <1 _ cos(t)) — <2(1 - cos(t))> = <_1 +eos(t) )’ On obtient une autre cycloide.

II1.2 Enveloppe

I11.2.1 Définition
Soit (D¢)tes une famille de droite. On dit que (D;):er admet la courbe f : ¢ — M (t) comme enveloppe ssi pour tout
telona

1. M(t) € Dy
2. D; est tangente & f en M (t).

Mise en équation

On se donne un points A(t) et un vecteur directeur #(t) pour chaque droite D;. Ainsi Dy = {A(t) + \d(t)| A €
R} = A(t) + Vect(i(t)).
On cherche donc & écrire M (t) = A(t) + A(¢)d(t) et il faut en plus que la tangente en M (¢) soit dirigée par u(t).
——
On suppose les fonctions en jeu dérivables et on obtient 99M = A’(t) + N (¢)u(t) + A(t)@' (). La condition de

—
tangence devient [dgtM,a'(t)] = 0 qui peut se récrire [A'(t) + A(t)@ (t), @(t)] = 0 (le déterminant est alterné).

I11.2.2 Proposition
Une enveloppe de la famille D, = A(t) 4+ Vect(u(t)) est donnée par f : ¢ +— M(t) = A(t) + A(¢)d(t) ou A est une
fonction vérifiant [A'(t) + A(¢)@'(t), @(t)] = 0.

I11.2.3 Exemple
Cherchons I’enveloppe de la famille de droites D; : © — cos(t)y —sin(t) = 0, ¢ € [—m, 7).

Pour t € Rona D, = (Si%(t)) + Vect( (Cosl(t)>) = A(t) + Vect(i(t)).

153



154163 Chapitre 16. Courbes paramétrées

On cherche A(t) tel que M(t) = A(t) + A(¢ ) i(t) et vérifiant detg, (M'(t),d(t)) = 0. Alors la fonction A vérifie

)s
det(A/(1) + MOT(1) (1)) = 0 e [0 7 A1) Coi(t)‘ou encore cos(t) — A(t) sin(t) = 0.
)

. cos?(t . cos>(t)
S t + i sin
Pour ¢t ¢ {—m,0,7}, A\(t) = ‘;’;é:)) et on obtient M (t) = <su;)(t)) + < iiﬁg’ii ) = (Sm( )Cos(t)sm(t) > = (Cosé ))>
cos(t) sin(t) sin(t)
On peut tracer au remarquer que tous les points de la courbe vérifient 22 — y? = 1. On connait les symétries de

cette courbes qui correspondent a celles de ’enveloppe calculée.
De plus, si on prend x,y > 0 tels que x2 —y? =1lalors 22 = 1+ y? > 1 et donc |z| > 1. Ainsi on peut poser un

t €]0, %] tel que 1 = sin(t) et donc z = - On a alors yr=a2-1= Sin%(t) -1= ngiéf)) Ainsi y = :I:gfrfg)) et
comme y > 0, y = z?jéi))

Finalement, on peut paramétrer notre quart d’hyperbole pour étre la courbe enveloppe calculée et le tracé est
maintenant immédiat.

I11.2.4 Proposition
Soit f € C?(I,R?) une courbe biréguliere. La courbe développée de f est également 'enveloppe de la famille

D, = M(t) + Vect(ﬁ(t)) (la famille des normales).
On peut remplacer le vecteur N (¢) par n’importe quel vecteur proportionnel et non nul.

Preuve.
Notons g : s — C(s) = M(s) + R(s)ﬁ(s) la courbe développée de f que lon a paramétré par l’abscisse
curviligne. Clairement chaque point de g est sur une normale.

Il reste & montrer que les normales sont tangentes a g. Or @ ? + dRﬁ + R x( 7?) = fl—fﬁ. Ainsi

les tangentes a g sont dirigées par ﬁ [

I11.2.5 Exemple
Calculons la développée de la demi-hyperbole paramétrée par x(t) = ch(t) et y(¢) = sh(t) pour ¢t € R.

e
. z(t)) . oo sy — (Sh(?) v - N
On note f : t — qui est C*. De plus, pour t € R, f/(t) ch(t) et donc N (t) est proportionnel &

y(t)
0= (T )

On cherche donc une courbe notée M qui vérifie M (t) = <z}ﬁgg) + A(t) <_S}Cl}(1t()t )) pour une fonction A telle que
[F'(@) + A0 (t), u(t)] = 0.
Cette équation peut s’écrire ‘gﬁgg ; igg (S?Eg; _sfll(lf)t)' = 0 ou encore 2ch(t)sh(t) + A(t)(—sh?(t) + ch?(t)) = 0

c’est & dire A(t) = —2ch(t) sh(t).

. ~ (ch(t) +2ch*(t)sh(t)\  [ch(t) + 2sh(t) + 2sh®(t)
Finalement, M(t) = (sh(t) — 2¢h(t) sh2(t)> = (sh(t) +2¢h(t) - 2sh3(t)>
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Chapitre 17

Fonctions de plusieurs variables

I Continuité

On fixe deux entiers naturels p,n > 1 qui valent 1,2 ou 3 en pratique.

I.1 Notions de topologie

I.1.1 Définition
Soit r € [0, +o0[ et Xy € RP

1. La boule ouverte de rayon r et de centre Xy est B(Xo,7) = {X € R?| || X, — X|| < r}.
2. La boule fermée de rayon r et de centre Xg est B(Xg,r) = {X € R?| | Xo — X| < r}.

Illustration
Lien avec la forme du domaine de convergence d’une série entiére.

1.1.2 Définition-Proposition
Soit A une partie de RP. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. il existe Xo € RP et 7 > 0 tels que A C B(Xo,7).
2. pour tout Xy € RP il existe r > 0 tel que A C B(Xo, 7).
3. il existe M € RT tel que VX € A || X| < M.
Dans ce cas, on dit que A est une partie bornée de RP.
Preuve.
— 1 = 2. On note X et ry les objets dont ’existence est assurée par 1.
Soit X1 € RP. On doit trouver 71 > 0 tel que A C B(X;ry1). Or, pour X € A on a déja || Xo — X| < ro.

Alors [|[ X1 — X|| = || X1 — Xo+ (Xo — X)|| < [| X1 — Xo|| + || Xo — X|| = || X1 — Xo|| +70. Comme || X1 — Xo|
ne dépend pas de X, on peut poser la constante r1 = || X; — Xo|| + o qui convient.

— 2 = 3. Il suffit d’appliquer 2 & Xy = Og» et alors M = r convient.

— 3= 1. De méme, Xg =0 et r = M + 1 conviennent. n

1.1.3 Exemple
Toute boule ouverte ou fermée est bornée.

A= {(;) € R?| 1 < 2% + y? < 4} est bornée, B = {(;) € R?| |z] < 1} n’est pas bornée.
1.1.4 Définition
Soit A une partie de RP.

1. On dit que A est une partie ouverte de R? (on dit aussi que A est un ouvert) ssi

VXo € Adr >0 B(Xy,r) CA

2. On dit que A est une partie fermée de R? ssi A (son complémentaire) est une partie ouverte.

1.1.5 Exemple
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Toute boule ouverte est un ouvert.
Toute boule fermée est un fermé.
Une couronne ouverte, RP sont des ouverts.

Le demi-plan y > 0 est un ouvert.

Interprétation intuitive

Dans un ouvert A, on peut toujours se placer “suffisamment proche” d’un point et rester dans A. Tres pratique
pour parler d’une fonction définie sur A.

Une premiere approche est de voir que pour un ouvert la “frontiére” est exclue alors qu’elle est inclue dans un
fermé.

1.1.6 Définition
Soit A une partie de RP et X, € RP.

1. On dit que X est un point intérieur & A ssi Ir > 0 B(Xo,r) C A. En particulier X, € A.

2. On dit que X est un point extérieur a A ssi Ir > 0 B(Xy,r) C RP\ A. En particulier Xy ¢ A et X, est un point
du complémentaire de A.

3. On dit que X est un point adhérent & A ssi Vr > 0 B(Xg,r) N A # (. Cette fois on a pas forcément Xy € A.
Par contre X, n’est pas extérieur a A.

4. On dit que X est un point frontiere de A ssi X est a la fois adhérent et pas intérieur a A, ou encore pour tout
r > 0, la boule ouverte B(Xy,r) a un intersection non vide avec U'intérieur et 'extérieur de A.

Illustration graphique

Tracer les différents ensembles pour A la boule unité qui ne contient qu'une demi frontiére : A = B(0,1)U{ (;) €

R2| y >0 et 22 +y? = 1}.

1.1.7 Proposition
Soit A une partie non vide de RP. On note B = RP\ A le complémentaire de A. Soit X, € RP

1. X est intérieur a A ssi Xy n’est pas adhérent a B.

X est adhérent a A ssi Xy n’est pas intérieur a B.

A est ouvert ssi tout point de A est intérieur a A.

A est fermé ssi tout point adhérent a A est un point de A.
Tout point de A est adhérent a A.

S Uk N

Tout point intérieur & A est un point de A.

Preuve.
Simple jeu avec les définitions. Bon exercice théorique pour vérifier la connaissance de celles-ci. [

I.2 Fonctions continues
Représentation graphique

On considére une fonction f : A — R ot A C R2. Alors on peut considérer I’ensemble des points de l’espace
vérifiant 'équation z = f(z,y). Il s’agit de la surface représentative de f.

1.2.1 Définition
Soit A une partie de RP et f: A — R"™. Soit £ € R™.

1. Soit a un point adhérent & A. On dit que f admet £ comme limite en a ssi
Ve>0da>0Wz e Az —al| <a=|flx) - <e

Il faut comprendre ||z — a|| comme la norme dans R? et || f(z) — £|| comme la norme dans R™.

2. Soit a € A. On dit que f est continue en a ssi
Ve>03da >0z € A |z —a|| <a=||f(z)— fla)] <e

f est continue sur A ssi f est continue en tout point de A.
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1.2.2 Théoreme
Soit f: A — R"™ou A C RP.
1. Onnote f = (f1,..., fn) les fonctions coordonnées de f. f est continue (en un point ou sur A) si et seulement

si toutes les f; sont continues.

2. Une somme de fonctions continues est continue, le produit d’une fonction continue par un réel est continue
(C(A,R™) est un R-espace vectoriel)

3. Sin =1 (fonctions a valeurs réelles), le produit de deux fonctions continues est encore continue. L’inverse
d’une fonction continue qui ne s’annule pas est continue.

4. Soit g : U — R™ telle que f(A) C U. Si f et g sont continues alors go f: A — R™ est continue sur A.

Preuve.
Reprendre les preuves de lére année en adaptant les notations. [

1.2.3 Exemple
On considere des fonctions de deux variables.

—_

(x,y) 2z est continue sur R?

o

(x,) + y est continue sur R?

©w

(x,y) 2% + 2y + 3zy? est continue (par produits et sommes) et plus généralement toute fonction polynomiale
en z,y est continue.

N

. (x,y) — sin(zy) est continue sur R? par composition.
Y Y p p

Applications partielles

Soit ACRP, a=(ay,...,ap) € A.
Les application partielles de f en a sont les fonctions f,; : t — f(a1,...,ai—1,t,ai1+1,...,ap) (on fixe toutes les
variables sauf la i¢éme) définie partout ol c’est possible.
SI f est continue en a alors toutes les f; sont continues en a;. La réciproque est fausse, on peut montrer que
R?2 — R
f: (2,y) % si (x,y) # (0,0) n’est pas continue en (0,0) pourtant les deux applications partielles
’ 0si (z,y) = (0,0)
sont nulles donc continue sur R.
Indication : On se place sur 'arc paramétré x(t) = t,y(t) = t2 et on fait tendre ¢ vers 0 : on se place arbitrairement
pres de (0,0) mais f prend des valeurs arbitrairement grande.

1.2.4 Théoréme (Image d’un fermé borné)
Soit A C RP fermée et bornée et f: A — R"

1. Si f est continue sur A, alors f(A) est une partie fermée et bornée de R™.

2. Sin=1et que f: A— R est continue, alors f est bornée et atteint ses bornes : inf (f(x)) = min(f(x)) et

€A z€A
sup(f(w)) = max(f(w)).

Preuve.
Totalement hors programme.
Posons B = f(A). On veut montrer que B est bornée. Par I’absurde, supposons que B n’est pas bornée

— Vn € N\{0} 3y, € B |yall = n.
On peut ainsi créer une suite (y,) € B telle que ||y, || —J>r +00. Or, par définition, chaque y, possede
n——+0o0

au moins un antécédent dans A. On en choisit un que l'on note x,,. Alors (x,) est une suite d’éléments
de A qui est borné et on peut alors (théoréeme de Bolzano-Weierstrass, appliqué p fois successivement),
extraire une suite (2,(,)) qui converge vers x € R”.

— Montrons que le fait que A est fermé implique que x € A. Déja, x n’est pas extérieur & A car si on avait
r > 0 tel que B(z,r)NA = 0 alors ||z, — z|| > r pour tout n ce qui contredit =, — . Ainsi z est adhérent
a A d’apres D’aprés cette méme proposition et comme A est fermé, x € A.
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— Maintenant on a (z,(,)) € AN qui converge vers z € A et comme f est continue, f(zy(n)) 2 f(z) € B.
En posant y = f(z) on a deux choses : ||yy]] e +00 par construction et ||y, ()l e ly|| par continuité
de la norme (cette continuité est vraie par produits, sommes puis composition par \[)

— Contradiction

Ainsi B est borné. Montrons maintenant que B est fermé, c’est & dire que tout point adhérent de B est un
point de B.

Soit b adhérent & B. Pour n € N on a donc (avec r = ﬁ dans la définition) B(b, n%_l) N B # (. Notons by,
un élément de cette intersection. On a construit une suite (b,) d’éléments de B telle que Vn € N ||b,, — b|| < %_H
et donc b, +—o>o b. Comme précédemment, on construit une suite (a,) telle que f(a,) = b, pour tout n et on en

extrait une suite qui converge vers a € A. Alors par unicité de la limite, b = f(a) et donc b € B.
Finalement, B est bien fermé en plus d’étre borné. L]

Remarque

Il s’agit de la version plusieurs variables du théoreme important : I'image d’un segment par une application continue
est un segment.

1.2.5 Exemple -
Voici des exemples de parties fermées et bornées : B(a,r), [a,b] X [c,d].

II Dérivées partielles

Ici, pour simplifier la rédaction, on fixe p = 3, il suffit d’enlever une variable pour retrouver le cas d’une fonction
de deux variables.

II.1 Dérivabilité
I1.1.1 Définition

U — R”
Soit f : { ou U C RP. Soit a = (ag, Yo, 20) un point intérieur a U.
(z,y,2) — [lz,y,2) ( )
On dit que f posséde une dérivée partielle par rapport a x en a = (xg, Yo, 20) ssi application partielle z — (z, yo, 20)
qui est définie sur un intervalle centré en x car a est intérieur) est dérivable en zy. Ce nombre dérivé est alors noté
9L (20,40, 20) ou 91 f(x0, Yo, 20)-

On définit de méme %].; et %.

Remarque

1. Il s’agit toujours de se ramener a une fonction d’une variable, en fixant les autres au point qui nous intéresse.
f(zo+h,yo,20) = f(z0,Y0,20)
h

2. 91 = li
Oz (w0, Yo, 20) h{)%

Attention

Meéme si f est définie sur une partie fermée, on ne parle de la dérivabilité qu’a I'intérieur de A. On pourra rencontrer
des fonctions continues sur B(0,1) et dérivable seulement sur B(0,1).

I1.1.2 Exemple
Calculer les dérivées partielles, si possible, pour :
1. f:(x,y,2) — sin(2zy — yz).
2. fr(wy.2) = (2% +2,2° —y® +a2)
I1.1.3 Définition

Soit U un ouvert de R? et f : U — R™. On dit que f est de classe C! sur U ssi f posséde 3 (ou 2) dérivées partielles
sur U et que ces fonctions de 3 (ou 2) variables sont continues.

I1.1.4 Exemple
Les fonctions précédentes sont de classe C' sur R3
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I1.1.5 Définition
Soit U C RP un ouvert et f: U — R (remarquez le cas n = 1). Si f possede des dérivées partielles en (z,y,z) € U, le

—
gradient de f en (z,y,2) (noté grad f(z,y, z)) est le vecteur (%(w,y,z), g—i(x,y,z), g—ﬁ(x,y,z)).
En physique, le gradient est parfois noté V f

I1.1.6 Exemple

Calculer le gradient de la premiere fonction de l’exemple précédent. Attention & ne pas confondre avec les vecteurs
obtenus en dérivant (partiellement) une fonction avec n > 1.

II.2 Taylor-Young

Cette fois, on énonce les théorémes dans le cas n = 2, pour simplifier I’écriture.

II.2.1 Théoréme
Soit f : U — R™ un fonction C!, ott U est un ouvert de R?. Soit (z9,yo) € U. Pour (h, k) de norme “assez petite”

F(wo+ hyyo + ) = Feorwo) + B2 (@oryo) + kL @oy) + 0 (IR

ox Oy (h,k)—(0,0)
Preuve.
Admis. m
Le petit o
Il s’agit ici d’une fonction de 2 variables ¢(h, k) telle que p(h:k) — Ogn.

[I(R,E)| (h,k,1)—(0,0,0)

I1.2.2 Exemple
Ecrire la formule dans le cas de 3 variables.

I1.2.3 Corollaire
Une fonction de classe C! est continue.

Casn=1

Dans le cas ou f est a valeurs réelles, on obtient

F(mo+ hyyo + k) = F(z0,30) + (grad f(zo,y0)|(h, k) + o(|| (B, K)]))-

ou encore, en notant Xo = (g, yo),

F(X) = F(Xo) + (grad(£)(Xo)| X — Xo) + o([| X — Xo[))

I1.2.4 Proposition (Composition)
Soit f: U — R™ (U ouvert) et g : t — (x(t),y(t)) une fonction définie sur un intervalle I et & valeurs dans U.
Si f et g sont de classe C!, alors ¢ = fog:t+— f(z(t),y(t)) est de classe C! sur I et pour t € T

o wtt), 90 + 902

¢'(t) = 2'(t) ”

(=(t),y(t))

Preuve.
11 s’agit d’appliquer la formule de Taylor-Young & ¢(t+h) = f(z(t+h),y(t+h)) = f(x(t)+ha'(t)+o(h),y(t) +
hy'(t) + o(h)).

On lit la valeur de ¢'(t) comme facteur de h, d’apres le cours de premiére année (car ¢ est une fonction
d’une variable).

Or @(t +h) = f(x(t),y(t)) + (ha'(t) + o(h)) g ((t), y(1)) + (hy/(t) + o(h) G (x(), y(1)) + ol [’ (£) +
o(1),y(t) + o(1))])). Il s’agit maintenant de regrouper les différents o qui sont soit des o(h) soit des fonctions
négligeables devant o(h), pour obtenir le résultat voulu. ]
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I1.2.5 Exemple cos(t)
On considere f: R?2 — R de classe Cl et g : t <sin(t))' Calculer la dérivée de f o g. (évolution d’un champ scalaire

le long du cercle unité).

I1.2.6 Proposition (Composition, changement de variables)
On considére f: U — R et g: V — RP ot U est un ouvert de R? et V un ouvert de R™. Si g(V)) C U et que les
fonctions f, g sont de classe C! alors f o g est de classe C! sur V.

Sionnote f: (u1,...,up) = fur,...,up) et g: (T1,...,2m) — g(x1,...,Zm) €t g = (g1,...gp) les fonctions
coordonnées, alors f o g dépend des variables x1,...,x,, et pour i € [I,m] et a € V

df o g 397
0x; Z axz 8uj (9(a))

Preuve.
On dérive par rapport a une seule variable, que ’on peut noter ¢ et on applique le théoreme précédent. ]

En pratique

Pour appliquer cette formule, il faut soit utiliser la notation 9;,d> ou alors bien différencier la maniére dont on
note les variables des fonctions en jeu

Soit f une fonction C' de deux variables notées a et 3 dans cet ordre.

On note ¢ : (z,y) — f(u(x,y),v(z,y)) une fonction composée de fonctions C'. Alors

dp ou af v af

8x( y)=%(x,y)3fa(U(x,y>vv( ))+*(w y)aﬁ(( y),v(w,y))

I1.2.7 Exemple
Soit f : R? — R™ (variables notées z,y) de classe C'. Calculer les dérivées de <p (r,0) — f(rcos(8),rsin(8)).

On trouve % (r,0) = cos(0)3 of = (rcosf,rsinf) + sin(f) 5 91 ,(rcosf,rsind) et g (r,0) = —rsin(9) a—f( rcosf,rsinf) +
rcos(6) g—i(r cosf,rsinf)

Dérivées d’ordre supérieur

Comme pour les fonctions d’une variable, on peut évidemment continuer & dériver des dérivées partielles si elles
sont encore dérivables.
La notation est la suivante :
of 0 of 0% f
0xdy aw(ay)’ Ox2

I1.2.8 Exemple
Soit f: (x,y,2) — warctan(y? + 22).

92 f i
Calculer 9002 et 9262

II.2.9 Théoréme (Théoréme de Schwarz) .. ).

Si f est de classe C? sur un ouvert U de RP, alors aazia = ;—g (et de méme avec toutes les autres variables
Y YOz

éventuelles).

II.3 Equations aux dérivées partielles

I1.3.1 Exemple
On souhaite résoudre l’équation % — % = 1. Pour cela on effectue le changement de variable u = x + y,v = x — y.
On a donc = ¥,y = %5 (u,v) = f(22, 45Y) = f(x,y).
Ainsi %(u, v) = %gi (u,v) — %g—g(u,v) = 1. Ainsi g est une fonction constante si on ne considére que la variable
v. Donc g(u,v) = § + K(u) ot K est une fonction de classe C! qui ne dépend que de la variable w.
Finalement, les solutions sont de la forme f(z,y) = 5% + K(z +y).
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I1.3.2 Exemple
Chercher les solutions f de classe C! sur ]0, +o0o[xR vérifiant (E) : x% + y% = 2. Pour cela on pourra passer en
coordonnées polaires.

On pose x = rcosf,y = rsinf. avec r €]0,+ool et § €] — 7, T[. On a alors r = /22 432 et § = arctan().

On pose ¢(r,0) = f(z,y) = f(rcosf,rsinh). Alors %(r, 0) = cosé)g—i(r, 0) + sinﬁg—i(n f). Ainsi (F) devient

r% = tan(6) ou encore % = Ltan(0).

Ainsi g(r,0) = In(r) tan(#) + K(0) ou K est une fonction C' sur | — I, Z[.
Finalement, f(z,y) = 3In(z? + y?)% + C(¥). ot C est une fonction C!
I1.3.3 Exercice
y

Résoudre ’équation précédente par changement de variable u =z et v = .

I1.3.4 Exemple ) )
On considere ’équation de la chaleur % = C%%. ¢ est une constante strictement positive représentant une vitesse
de propagation. On travaille sur R2.

Résoudre en posant u = x + ¢t et v = & — ct et calculer la dérivée d’ordre 2 croisée. On a donc g(u,v) = f(x,t) =
f( u;v ; u;cv )

8‘12890 =0 et donc g—g = K(u) et finalement g(u,v) = K1(u) + Ka(v).

III Extremas

III.1 Points critiques
Cette fois on suppose p = 2 pour alléger les notations. On peut tout a fait généraliser.

IT1.1.1 Définition
Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Soit ag = (20, y0) € A. On dit que f posséde un maximum
local (resp. minimum local) ssi il existe un r > 0 tel que

V(SIJ,y) €A QE(G‘WT) f(xvy) < f(ﬂCo,yo)

(resp. f(z,y) = f(wo,v0))-

I11.1.2 Exemple

Tracer la surface représentative de f : (x,y) — /1 — 22 — y2. Maximum local en (0, 0). Minimum locaux sur le cercle

unité.

II1.1.3 Définition

Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Un point a intérieur & A est appelé point critique de f
—

ssi grad f(a) = 0 (toutes les dérivées partielles s’annulent simultanément)

I11.1.4 Exemple
1. Cas des fonctions numériques : f :  +— z3.

2. Soient a,b > 0. Trouver les points critiques de f : x +— 2—2 + %—2

I11.1.5 Proposition
Soit f : A — R une fonction & valeurs réelles et A C R2. Soit a € A.
Si f possede un extremum local en a alors on est dans I'un des deux cas :

— a est sur la frontiére de A

— a est intérieur & A et alors a est un point crique de f.

Preuve.
Notons a = (z,yo). On considere l'application partielle fy, :  — f(z,y0).

Si a est a 'intérieur de A, alors fy, est dérivable sur un intervalle ouvert et admet un extremum en zy qui
n’est pas une borne. Donc sa dérivée s’annule en z ie %(a) =0.

On raisonne de méme pour chaque dérivée partielle. [

IT1.1.6 Exemple
A=DB(O,1)et f:(z,y) — 2%+ 292
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IT11.2 Matrice hessienne

II1.2.1 Théoréme (Taylor-Young, ordre 2)
Soit f € C3(U,R) ot U est un ouvert non vide de R2. Soit (zo, o) € U et (h,k) € R? tel que (zo+ h,yo + k) € U.

f(wo +h,yo + k) =f(x0,%0) + h%(xo,yo) + kal(xo, Yo)+

y
1 (0 02/ L0
51 <h @(l“ovyo) + Qhkaxay (70,90) + k 87y2($0,y0)

+ 09(h? + k%)

11 faut comprendre ce 0oy comme représentant une limite quand (h, k) — (0,0).

Preuve.
Admis "

II1.2.2 Définition
Soit f € C3(U,R) ot U est un ouvert non vide de R2.
Soit (zg,y0) € U fixé. La matrice hessienne de f au point (xg,yo) est la matrice

a2 92
( awg (anyO) axf.)fy (xf))yO))
P 2

9? el
Wgy(ﬂfo’yo) aT,g(wo’yo)

Réécriture de la formule de Taylor

On se place dans le méme cadre que le théoréme, on note X = (Z) et H la matrice hessienne de f en X = <::ZO>'
0
On a alors

F(Xo + X) = f(Xo) + (X| grad f(Xo) + 3 XHX +oo(|| X?)

II1.3 Etude des extrema
Cas d’un point critique

On se place dans le cadre ou f possede un point critique en Xg fixé.
On a alors Mf(XO) = 0. Ainsi f(Xo+ X) — f(Xo) = 3 XHX + oo(|| X||*) et f(Xo+ X) — f(Xo) est du signe
de %tX HX quand X est au voisinage de 0.
Réduisons la matrice H (qui dépend de Xj...) : il existe P € O(R) et D = diag(\, 1) telles que H = PDP~L.
Alors pour X € R? ' XHX = (P7'X)DP~'X = X'DX’ = \h'? + pk'%.
Ainsi f(Xo + X) — f(Xo) est du signe de Ah'2 + pk'? pour h,k (ou h’, k') “proche” de 0.
Cas A\, >0 : f atteint un minimum local en X.
Cas A\, <0 : f atteint un maximum local en Xj.

Cas )\, i1 de signes stricts opposés : f n’a ni maximum local ni minimum local en Xj3. On a un point selle ou
point col en Xj.

Cas A\p =0 : on ne peut pas conclure a priori. Il faut calculer les deux valeurs propres.

Remarquons que det(H) = Ap et tr(H) = A+ u. Ainsi on pourra distinguer les 4 cas précédents sans connaitre A ni p.

II1.3.1 Théoreme
Soit f € C2(U,R) ou U est un ouvert non vide de R2. Soit Xy € U un point critique de f.
Notons également H la matrice hessienne de f au point Xj.

1. Si det(H) > 0 alors f posséde un extremum local en X.
(a) sitr(H) > 0, il s’agit d’'un minimum.
(b) sitr(H) <0, il s’agit d’un maximum.
2. Sidet(H) < 0, alors f n’a ni minimum local ni maximum local en X (point col).
)

3. Si det(H) = 0, on ne peut pas conclure a priori, il faut faire I’étude autrement.
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R? — R
zy) = ety —(z—y)?
Tout d’abord, f est de classe C? sur 'ouvert R? en tant que fonction polynomiale.
— Pour (z,y) € R?, %(a:,y) =423 - 2(x —y) et %(w,y) =4y3 +2(z — y).

. Trouvons les éventuels extrema.

I11.3.2 Exempl
Considérons f : { (

grad f(z,y) =0 < {4553‘2(”3—1/):0 . {4333—2(33—1/):0

4y +2(x —y) =0 2 +y3 =0

4o — 4z =
<:>{;v v=0 — z(2®—1)=0ecty=—2
y=—z

On a trois solutions : A = (0,0), B=(-1,1), C=(1,-1).

— Calculons maintenant la hessienne au point (z,y) € R?

1222 — 2 2
En A, H(A) est de rang 1. On ne peut pas conclure a priori. Or £(0,0) = 0. De plus, f(z,z) = 2z* > 0 pour
x#0, f(r,—z) = 22* — 42% = 22%(2* — 2) < 0 pour x €] — %, %[ Il n’y a donc pas d’extremum.
En Bet C, H = 102 det(H) = 96 > 0 et ¢tr(H) = 20 donc f posséde un minimum local en ces deux

2 10)°
points, qui vaut f(B) = f(C) = —2.

Rx]0,4o00[ — R
(@,y) = y@®+ (n(y))?)
f est C? sur son ensemble de définition par produits et somme. De plus, pour x € R,y > 0, %(x,y) =
2zy et 3L (x,y) = 27 + (In(y))? +y x 22 In(y) = 2% + In(y)(In(y) + 2).
Les points critiques de f sont (0,1) et (0,e~2).
En (0,1), £(0,1) = 0 qui est clairement un minimum global. En (0,e72), f(0,e72) = 4e~2.

I11.3.3 Exemple
Etudier les extrema de f : {

2y 2z

20 2w 4
y y

—4 < 0. f n’a ni minimum local ni maximum local en ce point.

Calculons la matrice hessienne. H(z,y) = ( 0

—2 . 2672 0 , .
5 | En (0,e7?) on obtient g2 | de déterminant
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