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I Séries convergentes

I.1  Vocabulaire

1.1.1 Définition
Soit (uy,) € CY une suite.
1. On appelle série de terme général u,, et on note > u,, ou Y u, la suite (Sy) définie
>0
par "
N
VN eNSy =Y un

n=0

On dit que Sy (le nombre) est la Nieme somme partielle de cette série.

Il est possible de commencer a sommer non pas a 'indice 0 mais & un indice entier
fixé ngy (ce qui revient & poser u,, = 0 pour n € [0,ng — 1]). Dans ce cas la série est
notée Y. up.
n=>ngo
2. On dit que la série > u, converge ssi la suite des somme partielles converge. Dans
le cas contraire, on dit que la série diverge. Sa nature est d’étre convergente ou

divergente.
+oo

Quand elle existe, on note S = > u, la limite des sommes partielles et on 'appelle
n=0

somme de la série.

3. Dans le cas d’une série convergente, la suite des restes de la série est la suite définie

“+o0
par Ry = > wu, =8-Sy
n=N+1

1.1.2 Exemple N
Considérons la série > % On note Sy = > % la N-iéme somme partielle, pour N €
n>1 n=1
N\{0}.
Alors
S1=1
1 3
S = 1 - = =
2 + 5~ 3
1 1 11
Sg=14+-+-=—
R
1 1 1 25

1.1.3 Proposition
Soit (zp)n € CN une suite de complexes et notons z, = ,, + iy, la forme algébrique
de chaque terme.

> z, converge ssi Y. x, et > y, convergent. En cas de convergence on a

neN neN neN
+o0 —+oo —+oo
n=0 n=0 n=0
Preuve.
Simple traduction de la méme propriété sur les suites, en considérant les suites de
sommes partielles. n

I.1.4 Modifier une série

On ne change pas la nature convergente ou divergente d’une série en modifiant les k
premiéres valeurs de u,, pour un k fixé. Par contre on modifie la valeur de la somme...

Par exemple, Y u, converge ssi Y. wu, converge (ce qui revient & fixer & 0 les deux
n>=0 nz=2
premiers termes de u,,).

1.1.5 Définition-Proposition
Soit (u,) € CN.
ST u, 7 0 ALORS > u,, diverge.
n—-+0oo

Dans ce cas on dit que Y u, diverge grossiérement.
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2 I Séries convergentes

I.1.6 Utilisation

Ce résultat n’a qu'une seule utilité : prouver qu’une série diverge. La contraposée est :
si > uy, converge alors (u,) converge et sa limite est 0.
Exemple : montrer que » (1 — %)n diverge.

1.1.7 Proposition
Considérons 2 séries > u, et Y vy,.

— Si ) u, et > v, convergent alors VA, u € C > (Auy, + pvy,) converge. Dans ce

cas . . .
Z()\un—i—uvn) = )\Zun—i—,qun
n=0 n=0 n=0

— Si > u, converge et Y v, diverge alors > (u, + v,) diverge.

— Si > u, et Y v, divergent, on ne peut rien dire a priori sur Y (u, + v,) (cette
derniére série peut étre convergente ou divergente, suivant les cas).

Preuve.
— Trivial. Revenir aux sommes partielles.

— On fait un raisonnement par ’absurde. Si > (u,, + v,,) converge, alors, d’apres
le point précédent, > ((un + vp) — uy) converge. Contradiction.

— Par exemple Y (1 + (—1)) converge. "

I.1.8 Attention

Le premier point est tres pratique. Il s’agit de la linéarité de la somme de séries, mais
il ne s’applique que lorsque > u, et > v, convergent toutes les deux.

1.2 Séries de référence

Preuve.
Reprendre le chapitre précédent + le résultat sur la divergence grossiere. (g")
converge ssi |g| < 1, ce qui prouve la divergence grossiére si |q| > 1.

Pour la convergence dans le cas |g| < 1, on effectue le calcul classique, pour

N
N eN n—_L _ N+t _L gyec gVt —  Qcarlq| < 1. n
: nZ:ZOq 4 T AN 4l

1.2.2 Théoréme

. 1 .
Soit a € R. 21 e converge ssl o > 1.
nz

1.2.1 Proposition (Séries géométriques)

Soit ¢ € C. > ¢™ converge ssi |q] < 1 et
n=0

+oo 1
n o __
Zq C1-gq

n=0

Preuve.
On évacue directement le cas o < 0 : la série diverge grossiérement.

Pour les cas a > 0, on utilise une méthode tres utile.
N
Soit N > 2. On note Sy = > n% Remarquons que Sy4+1 — Sy = ﬁ >0
n=1
et donc (Sy) est une suite réelle croissante.

n+1 1
Pourn>1,ona/ t—adtén—aé/

n n—1
décroissante sur ]0, +o00[.
En sommant pour n allant de 2 & N on obtient

N+1 4 N
/ —dt < Sy —1< / —dt
2 [ A

Distinguons maintenant 3 cas :

1. Si @ = 1, encadrement devient In(N +1) —In(2) +1 < Sy < In(N) + 1. Par

encadrement, Sy — 400 et donc la série harmonique > 1 diverge.
N—+oo n>1 n

n

1
—d¢t car la fonction ¢t — t% est
tO(

2. Si a # 1, une primitive de ¢+ 7% sur R’} est £ fﬂt“”‘l. Dans ce cas
on obtient 'encadrement devient

1 1
— (N+D) =2 1Sy < —— (NV+ D)2 = 1) + 1
170[(( +1) )+ \N\lia(( +1) )+
Pour étudier le comportement lorsque N — +oo, nous devons connaitre le
signe de 1 — a.

Traitons pour commencer le cas 1 — a > 0 c’est & dire @ < 1. Dans ce cas
SN — +00 par encadrement et la série > n% diverge.
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3. Sia>1,cest adire l—a < 0, on obtient 'inégalité Sy < ﬁ(l—ﬁ)—&—l <
ﬁ + 1. Alors la suite (Sy) est majorée en plus d’étre croissante et converge
donc.

En résumant tous les cas traités, > n% converge ssi a > 1 (et donc diverge ssi
a<l). ]

1.2.3 Série divergente

so. 1 s . ’ - .
La série ) | - est une série divergente appelée série harmonique.
1.2.4 Séries télescopiques
1
n(n+1)"

+oo
Exemple : Calculer la somme 2D
n=1

1.2.5 Taylor

Soit x € R. La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a l’ordre n a exp entre
0 et z (exp est de classe n + 1 sur ce segment) donne

n k T n
x (x=t)" ,
e’ = —+/ ————cdt
Ainsi [e" — 3 25 < 1| |0 — el < | ] folnetar| = 2Ler=n
k:Ok! N on! 0 X ol ] pou] .

. , z|™
Par croissances comparees, ‘nll

+oo .
— 0 et donc o —e”,
n—-+4oo kX::O k!

1.3 Séries a termes positifs

1.3.1 Cadre

On s’intéresse dans ce paragraphe aux séries > u, ou (u,) est une suite de réels
positifs.

N
En posant, pour N € N, Sy = Y uy,, on voit que Sp+1 — Sy = un41 = 0. Ainsi la
n=0
suite (Sn) des sommes partielles est une suites croissantes de réels.

1.3.2 Théoréeme
Soit (un ), une suite de réels positifs. Y u,, converge ssi la suite des sommes partielles
est majorée.

+oo N
Dans ce cas, . u, = sup ({ S up| N € N})

n=0 k=0

1.3.3 Remarque

Ce théoreme est fondamental pour la compréhension et I'intuition des séries a termes
positifs convergentes. Le terme général ne doit pas “étre trop grand”, ou encore il doit
tendre vers 0 (sinon : divergence grossiére) “suffisamment vite”.

1.3.4 Théoréme (Comparaison des séries a termes positifs)
Soient (un)n, (vn)n des suites de réels positifs.

1. Si uy, < v, & partir d’un certain rang et Y v, converge alors »  u,, converge.
2. Si up = O400(vy) €t > v, converge alors Y u, converge.
3. Si up = 0400(vn) €t > v, converge alors > u, converge.

4. Siu, o > u, et > v, ont la méme nature.
oo

Preuve.
On note (Sy) et (T) les suites des sommes partielles des séries Y u, et > v,
respectivement.

1. On fait la preuve dans le cas ou le certain rang est le rang 0. Sinon, comme
dit précédemment, on peut ignorer les premiers termes de chaque séries sans
changer leurs natures.

On a alors, par somme d’inégalités, Sy < Tn pour tout N € N. Comme
> v, converge, (Tv) est une suite majorée. Notons M un majorant. On a
finalement YN € N Sy < M et donc (Sy) est majorée donc converge.

2. On a cette fois, pour un certain M € Rt fixé, Vn € N u,, < Mv, (car (%)

est majorée et on note M un majorant). Par linéarité, " Mw,, converge et on
applique le point précédent.
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I Séries convergentes

3. Dans ce cas, on a (cf TD) w,, = O(v,) et on applique le point précédent.

4. Dans ce cas on a a la fois u, = O(vy,) et v, = O(uy)... ]

1.3.5 Remarque

Ce théoreme sera notre meilleur outil pour prouver la convergence ou la divergence
des séries. L’idée fondamental pour son application : on trouve (v,) qui permet de vérifier
les hypotheses de 3. ou 4. en cherchant > v,, parmi les séries de référence.

1.3.6 Théoréeme
Soient (un)n, (vn)n des suites de réels négatifs.
1. Si v, < u, & partir d’un certain rang et »_ v, converge alors Y u, converge.
2. Situp = O400(vy) €t > v, converge alors > u, converge.
3. Si tp = 0400(vy) et > v, converge alors > u, converge.
4

. Siuy ~ vy, Y up et > v, ont la méme nature.
—+oo

1.3.7 Exemple
1. Y, en 7w converge.

+3
2. ) -5 converge.

1.3.8 Méthode

Apres avoir vérifié que u,, > 0, on commence par calculer un équivalent simple si
possible et on raisonne par sur ’équivalent. On peut également calculer un développement
asymptotique (plus rarement).

1.3.9 n%u,

Soit (uy)n une suite de réels positifs et o > 1

1. Si on a n%u, N 0 alors > u,, converge.
n—

o0

On a en effet u,, = 040 (n%) dans ce cas.

2. Si on a n%u, +—> ¢ # 0 alors Y u, converge car u, o n% qui est un terme général
o0 o0

de signe constant d’une série convergente.

1.3.10 Exemple
1 Montrer que la série .

n=>0

5 converge. Question 5/2 : quelle est sa somme? Quel
chapitre utiliser ?
n+3) In(n)

L. (
2 Montrer que la série Z>:1 3 ignqg converge.
n>

1.3.11 Attention

L’hypothése (uy,), (v,) positives est fondamentale. On peut avoir w, ~ vn, Y, U,

converge et > u, diverge si elle n’est pas respectée.
(—1) A
\/ﬁ+(,1)n , Un = \/,E .

1. up, ~ v, car (—1)" = 04(y/n) (comparaison d’une suite bornée & une suite de
—+o0

Pour n > 1, posons u,, =

limite infinie).

2. Montrons que Y v, converge. Posons, pour N > 1, ay = %V v, et by = 2151 Un -
Alors e e
— by —an = vant1 N_)-:_ooo
— an41—ay = —\/ﬁ + \/ﬁ < 0 donc (ay) est décroissante.

— byy1 — by = \/ﬁ — \/ﬁ > 0 donc (ay) est croissante.
Finalement, (ay) et (by) sont adjacentes et convergent donc vers une limite com-
mune ¢ € R. Ainsi les sommes partielles de Y v,, convergent vers ¢ (leurs suites des
termes d’indice pairs et impairs le font).
=" _ 1 ;

3. De plus, w, = G rorbpe = G (1= G + o) = G - 5+
(=1

o~ +0°°(m)' Ainsi u,, est la somme de 3 termes généraux de séries convergentes

et d’un terme général de série divergente de donc ) u,, diverge.

1.3.12 Proposition
Sion a (uy) et (vy,) positives :

1. Si u,, < v, & partir d’un certain rang et Y w, diverge alors Y v, diverge.

2. Si up = 0400(vy) et > u, diverge alors Y v, diverge.

1.3.13 Exemple

1. Montrer que la série Y 42

n2—4

2. Montrer que la série ) ﬁ diverge.

diverge.
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1.3.14 Pour montrer la divergence

On a trois principales méthodes :
— le terme général ne tend méme pas vers 0 : divergence grossiere.
— on calcule un équivalent qui est un terme général de série divergente.

— nu, — +00, ce qui donne 1 = o0, o (uy).
+00 "

1.3.15 Théoréme (Régle de d’Alembert)
Soit (u,,) € RY telle que Vn € N u,, > 0. Supposons que M — L.

1. Si £ < 1 alors > u,, converge.
2. Si ¢ > 1 alors Y u, diverge.

3. Si ¢ =1 la série peut étre divergente ou convergente.

Preuve.
On reprend le théoreme correspondant dans le chapitre précédent et on applique le
théoréme de comparaison des séries a termes positifs & > u, et une série géomé-
trique convergente ( pour 1) ou divergente (pour 2).

Pour prouver le point 3, remarquer que les séries de Riemann sont toutes dans

(63 pa
le cas Yttt — (1 — 1 (composition par une puissance FIXEE). Pourtant
Un n+1 +oo )
suivant les valeurs de « la série converge ou diverge. [

1.3.16 Utilisation

1. En général, le calcul de la limite du quotient n’est pas aisé, et en pratique vaut
souvent 1...

2. Si I'expression de u,, fait apparaitre des quantité n! ou o' en facteur, la régle de
d’Alembert peut étre efficace.

1.3.17 Exemple
Montrer que la série de terme général u,, = 7’;—,: converge.

I.4 Application a I’étude de suites

1.4.1 Proposition
Soit (), une suite. (u, — ug)neny & la méme limite (ou absence de limite) que

Z (un+1 — Up).

1.4.2 Exemple

on
up = In(2%-). Convergence ?

1.4.3 Exemple

u, = Y +—In(n). Montrer que (u,) converge en étudiant la convergence de > (s, — ty—1)
k=1

II Convergence absolue

II.1 Convergence d’une série complexe

II.1.1 Définition
Soit > w, une série complexe. On dit que cette série est absolument convergente ssi

> |up| converge (prononcer module ou valeur absolue suivant les cas).
n=0

Explication On regarde en fait la convergence d’une série positive, pour laquelle tous
les théoremes précédent s’appliquent.

I1.1.2 Théoréme
Soit (u,) € CN. Si Y u,, converge absolument alors Y u,, converge et on a

—+o0 —+oo
> un| <Y funl

n=0 n=0

Preuve.
— Cas réel.
On pose pour tout n € N, u;} = max(uy,,0) et u;,, = max(—uy,0). Cest & dire
que u! est uy, si u, =0 et 0 sinon. u,, est |u,| si u, <0 et 0 sinon.
Ainsi ces deux nombres sont positifs et on a u, = ul —u,, |u,| = uf +u, .
On pose pour N € N, S, = Zév U, et S, = Zév [tin -

Chap 1 : Séries numériques



6 IT  Convergence absolue

On sait que S = leRT. Or Sy = Zé\[u:«f + Zév

sommes sont & termes positifs et majorées par [ donc les séries Y ut et > u,;
convergent.

u,, . Ces deux dernieres

Ainsi )" u, converge par différence de série convergente.

— Cas complexe.
Cette fois on pose u,, = =, + iy, et on sait que > |z, + iy,| converge.
Soit n € N. On a |z,| < |un| et |yn| < |un| donc les séries > x, et >y,
convergent absolument donc convergent par le point précédent.

Ainsi la combinaison linéaire > x,, + iy, converge. n

I1.1.3 Meéthode obligatoire

Pour étudier une série complexe ou une série dont le signe n’est pas constant, on
étudiera toujours d’abord la convergence absolue.

I1.1.4 Exemple

_n
Montrer que > (n!) converge.
n>0

I1.1.5 Série exponentielle

2

Soit z € C. Montrer que Z; =+ converge.
n=0

I1.1.6 Attention

La réciproque est fausse. Par exemple la série > (;-51-)1

absolument.
. gt o
Pour le voir, prenons z # 1 et notons que ZZ:O gk = L1 — 5— - En intégrant sur

converge, mais ne converge pas

n+1

0 1
Jz i —dz. Or 0 <
~1

k
[—1,0] on obtient Y ;_, % =In(2) — < 2"t et par croissance

L, 0 ntl 1
de lintégrale 0 < [ 2—da <
1

Finalement, Z (; T = In(2).
k=0

II.2 Propriétés

I1.2.1 Proposition
Soient (u,) € CY et (v,) € RN avec ¥n € N v, > 0.

1. Si|up| ~ v, et Y v, converge alors Y u, converge.
—+o0

2. Siuy = O4o0(vy) €t > vy, converge alors Y u, converge.

3. Si up = 0400(vy) €t > v, converge alors > u, converge.

II.2.2 Théoréme
Soient Y a, et > b, deux séries de complexes absolument convergente.

n
Pour tout n € N on pose ¢, = Y agb,—i. Alors la série Y ¢,, converge absolument

et ch—ZanXan

n=0

Preuve.
— On consideére pour commencer que (a,) et (b ) sont des suite réelles positives.

Notons, pour N € N, Ay = Z an,Bn = Z bn,Cn = Z Cp = Z Z arbp_r.
n=0 n=0 n=0 n=0 k=0

Posons de plus A = Z an et B = Z b,
n=0 n=0

N N—k
Alors Cy = E Z agbp—r = . (ak > bi). Remarquons de plus que
On k k=0 i=

N
ANBN = ) ax Z b;

k=0 =0
Ainsi Cy < AxNBn < AB. La série Y ¢, qui est une série de termes positifs,
est majorée et donc converge. On note C sa somme.

Mais on a également

N IN—k 2N IN—k N N
Con = Z <ak Z bi) + Z (ak Z bi) > Z (%Z@') = AnBn
k=0 i=0 k=N+1 i=0 k=0 i=0

la majoration étant valable car on retranche des termes positifs.
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Finalement, Cy < AyBy < Can et par passage a la limite (N — 400, les II.3.3 Séries géométriques

limites existent) on obtient bien C' = AB. N . .
On connait une expression explicite du reste.

— Revenons maintenant au cas général. Si on a maintenant une suite vérifiant |u, 1| < k|u,| pour un k €]0, 1[, montrons que

On note en plus, ¢, — 32 [agllba_xls Ay — 3° anls By — 32 fhal Cly — N1 < R
n note en plus, ¢;, = 3 [ak|lbnkl, Ay = 3 lan|, By = 3 [bal, Oy =
k=0 n=0 n=0

N
> len| et A, B, C’ les sommes de ces 3 séries (A’, B’ existent par hypothese,
n=0
C' d’apres le cas réel positif).
On a, d’apres le point précédent, Ay By —Cy — 0.
N —+o00
De plus, |Cn| < Cj < C' par inégalité triangulaire et donc ) ¢, converge
absolument (série & termes positifs majorée) et on note encore C' sa somme
(Pexistence de C n’est pas nécessaire a la suite du raisonnement).
D’apres les calculs du premier point, Ay By — Cy est une somme > a;b;
(i,)eE
ot E C [0,N]? (qui représente les termes restant apres simplification, ie.
ceux qui n’apparaissent pas dans Cv), on a |[AnBy —Cn| < Y. |asbj| =
(i.7)€E

vB — Ch. Par encadrement, Ay By — Cy Nj+oo 0 donc C = AB. -

I1.2.3 Exemple too
Posons pour z € C, f(z) = %T,L Montrer que Va,b € C f(a+b) = f(a)f(b).

n=0

II.3 Approximations et restes
I1.3.1 Valeur approchée de la limite

Supposons que Y u, converge vers S.
“+o0

Do Ul

n=N+1
série convergente, alors on connait un minorant de la qualité de ’approximation ainsi que
de la vitesse de convergence de la série.

Alors pour N € N, |S — Sy| = |Rn| = Si on sait majorer les restes d’une

I1.3.2 Riemann

Soit & > 1 un réel.

Montrons que R, = Y. & < -1,

Chap 1 : Séries numériques
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