TD 5 : Espaces vectoriels

Révisions
Exercice 1
On pose E =R3, u € R3\{0} et F = {v € R®| u A v = Ogs}. Montrer (sans raisonnement

géométrique) que F' est un espace vectoriel.
Cette fois géométriquement, que peut-on dire de F' 7

Exercice 2
Dans R, on pose u = (—1,1,0),v = (2,0,1),w = (1,1,1). Donner une base, la dimension
et un supplémentaire de F' = Vect(u, v, w).

Exercice 3

. Montrer que f est linéaire et donner des

bases de ker(f) et Im(f).

Exercice 4
Soient f,g € L(E). On suppose fog = go f. Montrer que ker(f) et Im(f) sont stables

par g.

Manipulations d’espaces

Exercice 5
Soit E un espace vectoriel sur K , et F' et G deux sous-espaces vectoriels de . Montrer :
F U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si FF C G ou G C F'.

Exercice 6
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. On considere H;, Hy deux hyper-
plans de F.

Que dire de la dimension de H; N Hy 7

Exercice 7
Vrai ou Faux?

Soit E un R-e.v. (non nécessairement de dimension finie), et f et g deux endomor-
phismes de E.

1. fof=0s f=0.
Im(go f) C Img.
Img C Im(go f).
ker (g o f) C ker f.
kerf C ker (go f).

gk N

6. Im f Ckerf < f2 =0.

7. Im f Nker f = f(kerf?).

8. Si f est injective, alors f est bijective.
9. f(ker(go f)) =kergNIm f.

Familles libres et génératrices

Exercice 8
Soit f € L(F) un endomorphisme non nul de E (espace de dimension n). On suppose qu’il
existe une entier naturel p tel que fP = 0 et on prend p le plus petit possible ie. fP~1 # 0.
1. Montrer qu'il existe # € E tel que (x, f(z), f2(z),..., fP~(z)) est libre.
2. Montrer que f™ = 0.
Exercice 9
Pour n € N, on pose f, : ¢ — cos(nx) et E =C®(R,R).
Montrer que (fn)nefo,p] st une famille libre de E' pour tout p € N. Qu’en déduire sur
l’espace £ 7
Indication : on pourra procéder par récurrence et utiliser la dérivation.
Exercice 10

Soient F, F' deux espaces vectoriels et f : E — F' linéaire
On suppose qu’il existe une famille génératrice de E.

1. Montrer que f est injective si et seulement si f transforme toute famille libre de F
en une famille libre de F’

2. Montrer que f est surjective si et seulement s’il existe une famille génératrice de E
transformée par f en une famille génératrice de F’

Exercice 11

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit v € £ (E) telle que

pour tout € E , (x,u (z)) est une famille liée.

Soit (e;)1<i<n une base de E.
Montrer qu’il existe (A\;)1<i<n € K™ tels que u(e;) = Aje; pour tout i € [1,n].
En considérant e; + e;, montrer que A\; = A; pour % # j.

Donner I’ensemble des endomorphismes u vérifiant la propriété de I’énoncé.

L

Quels sont les matrices M € M, (K) qui commutent avec toutes les autres matrices ?

On introduira u, ’endomorphisme canoniquement associé a M et on utilisera ’hy-
)
potheése de commutation sur des projecteurs bien choisis.
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Sommes directes Exercice 17 Mu(K) = My(K)
1. On considere T : A s i

en déduire que les ensembles des matrices symétriques et anti-symétriques sont des
espaces vectoriels supplémentaires dans M, (K).

. Montrer que T est une symétrie et
Exercice 12

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finien > 1, et I} et F5 deux sous-espaces
vectoriels de F de méme dimension.

Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que : E=F, &G =F, ® G 2. On pose E = RE, I’ensemble des fonctions de R dans R. Montrer que
Exercice 13 FE - F
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. et f € L(E). On note Fy = ker(f), Fy = ©: R - R
ker(f — Idg), Fy = ker(f — 2Idp). U L0 P

1. Montrer que ’on a la somme directe Fy & F5 @ Fj3
2. On suppose maintenant que f3 — 3f2 +2f = 0. Montrer que E = F}, @ F, ® F.
3.

En notant r; la dimension de F;, donner la matrice de f dans une base adaptée a la
somme précédente.

est une symétrie. Qu’en déduire ?

Exercice 18
Soit E un K-espace vectoriel, u € L(F) et p € L(E) un projecteur.
Montrer que u o p = powu si et seulement si ker(p) et Im(p) sont stables par w.

Projections, symétries

Exercice 14 1 _9
On se place dans R?. On pose B = (ey, e2) la base canonique et u = <2>, v = ( 1 )

1. Montrer que D,, = Vect(u) et D, = Vect(v) sont supplémentaires dans R2.

2. On note p le projecteur sur D,, parallelement a D, et s la symétrie associée. Pour
(;v) € R?, calculer p (x) et en déduire la matrice de p dans B. Méme question
p(Z)Jur S Y

3. Calculer les matrices de p et s dans B’ = (u,v)

Exercice 15
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, B = (eq, €2, e3) une base de E

2 -1 -1
On considére la matrice A= |1 0 —1] et f € L(E) telle que Matg(f) = A.
1 -1 0

1. Calculer A%2. Qu’en déduire pour f?

2. Donner une base de ker(f) et une base de Im(f) puis la matrice de f dans une base
adaptée & Im(f) ® ker(f) = E.

Exercice 16

Soient E, F 2 K-ev. Soient de plus u € L(E,F) et v € L(F, E) telles que uov = Idp.
Montrer que v o u est un projecteur et préciser ses éléments caractéristiques (projecteur
sur quel espace, parallelement a quel autre ?).



